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Dei Punti , della Jinea retta e del Piano 

nello spazio. 


5. I. E guai ione del punto. 

c . ; I W *V 

376. I n quella guisa che la posizione di un punto 
sppra eli un piano resta determinata per mezzo del- 
le sue distanze da due rette condotte ad arbitrio 
in questo piano , così vien fissata la posizione di 
un punto nello spazio , qualora si conoscano le sue 
distanze da tre piani. 

Siano tre piani YAX e XAZ , ZAY , ( fìg. 
1 G 9 ) che supporremo prima perpendicolari fra lo- 
ro , e die si taglino seguendo la direzione di tre 
rette AZ , AY , AX , ciascuna delle quali è per- 
pendicolare alle altre due , attesa la teoria dei pia- 
ni. Denominiamo a , b, c, le distanze di un pun- 
to dello spazio da questi tre piani , distanze che 
si suppongono cognite ; diciamo essere il punto 
completamente determinato riguardo alla sua posi- 
zione , ammettendo tuttavia che sappiasi ancora 
preventivamente che , questo punto trovasi situato 
nell'interno dell’angolo triedro AXY Z. 

In fatti , prendiamo sopra le tre rette AX , AY, 
AZ , le distanze AB , AC , AD , rispettivamente 
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eguali alle n , b , c ; e guidiamo per i punii B, 

C, D , dei piani paralleli ai piani dati. Primiera- 
mente , poiché i due primi piani paralleli hanno 
tutti i loro punti situati nelle distanze a , b , dei 
piani YAZ, XAZ , no sieguo che tutti i punti di 
M/n , che è P intersecazione comune di questi due 
piani paralleli , abbiano , esclusivamente riguardo 
ogni altro punto, la proprietà di essere situati in 
queste stesse distanze da YAZ e da XAZ. Dun- 
que , il punto cercato, già si' trova in questa 
retta. Altronde poi , questo punto deve ancora es- 
sere situato in qualche parte del terzo piano pa- 
ral\e\o\ perchè tutti i punti di questo piano, sono, 
ad esclusione di qualunque altro punto, nella di- 
stanza AD = c dal piano XAY. Dunque finalmen- 
te , \\ punto cercato non può essere che M , ove 
il terzo piano parallelo taglia l’intersecazione co- 
mune dei due primi , e cosi la sua posizione resta 
determinata del tutto. 

Converremo, che dalla x vengano rappresentate 
le distanze dal piano YAZ valutate sopra AX; day 
le distanze dal piano XAZ valutate sopra A Y; e da 
. z le distanze dai piano XAY valutate sopra AZ; 
così che le AX , AY , AZ , intersecazioni dei tre 
piani duca due, saranno gli assi delle x , delle 
e delle c. Questi, complessivamerite riguardati, si 
chiamano assi coordinati , ed alle distanze ora in- ’ r 
dicale si .dà il nome di coordinate del putito. Tut- 
te queste denominazioni sono analoghe a quelle già 
addottale nella Geometria a due dimensioni. 

Così, verrà da noi chiamato piano delle jrz , il 
piano YAZ perpendicolare all' asse delle x ; pia- 
no delle xz , il piano XAZ perpendicolare all'as- 
se delle y \ e piano delle xjf , il piano XAY per- 
+ pellicolare all’ asse delle z. Quest’ ultimo piano 
suole rappresentarsi in una posizione orizzontale , 
ed i due altri in una posizione verticale. 

Da quanto già si disse risulta , che le equazioni 
• 'iit .> , v: t 
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Xc=a > jr = i , i = c, ' 

( essendo a, b, c , quantità note ) ' bastano oef 

b q z: la srr del pun J , ° “C 

L rag ' 0ae ’ duuonMnate Iterazioni 

Dobbiamo ancora osservare che , siccome II «pa 

P n òg C n7ve IT 1 d t C °' 1,101 " nga,SÌ “Sfinitamente 

s- £ "irsi, t dn • 

punti o dalie P ei e d,slan 2e dai 

l fate sopra AX a Tela li "unt^sTrtuZ 
‘ W *T A " e uardarf, c7- 

-ii’Sl /x' a '’" *«*». ci* 

. V*" per le altre £, SSÈ**»— — 

■» re iti s,r nli - 

dtTaile a"''"' 1 da cul sono affette, avendo rieu™ 8 
nrìnw»PA UeSt ° ? U ° V0 P rÌnci P io dedurremo per es 

aw^jaai.-v 


:C ~'^ *' ’ ^ === +^ » * — +c , punti posti 

x ~— a , jr=+b , — + c % , . 
*=+«,>=_* , *=+ c , *; 

» r=>+^ ) *b-c , , ■ 


nell* an». 
AXYZT, 

AX'YZ , 

AXY'Z , 

AXY2' , 
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. AX'YZ , 
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.AX'YZ', 
.AXY'Z' , 
AX'Y'Z' , 


— a , y ^ 1 — b , a=+c , ■ • 

x— — a y=+b , z = — c 7 ■ • 

MTl < • ;* ># » 1. 

as=+a , jr=—b , 2=— a , • • 

x= — a , je=-6 , 2 = — c . - 

avremo dunque in tutto otto combinazioni , cioè ; 
due sistemi con i medesimi segni ; tre nel quali un 
segno è negativo e gli altri due positivi ; e tre 
ove un seguo è positivo e gli altri due negativi. 

3-77. Può anche trovarsi il punto in alcune par- 
ticolari posizioni. Per esempio, per significare che 
un punto ò situato nel piano delle xy , conviene 
esprimere che la sua distanza * da questo punto 
è nulla ; e allora le equazioni di questo punto sa- 
rebbero x = a , y — b , i =3 o. 

Cosi, da un punto situato nell’asse delle *, 
per il quale le distanze dai piani delle xz e del- 
le ay sono nulle in un tempo , avremo per equa- 


zioni 


x = a 


J 


— o 


Z = O. 


Lo stesso deve dirsi degli altri punti situati , o 
sopra i piani , o sopra gli assi coordinati. 

378. 1.» Osservazione. J piani paralleli 31 
piani coordinali , che ci hanno servito ( S 2 7 b ) 
per fissare la posizione del punto M , determinano 
in unione coi piani coordinati un parallelepipedo 

rettangolo ( t. u a.° § 94 ) » le d » CU1 dod,C ' 
trici , ( intendo per direttrice la sezione multante 

da due piani), 4 «g“ ali a 4 , allr0 30110 che le 

tre coordinate x , f, Z , del punto • ^ 

Sappiamo poi ( t.° 2. § 80 ) c le 1 p ? 

m' ni" delle perpendicolari , calate sopia P 
coordinati , sono le projezioni del punto M sop a 

^^i&po-tno che le equazioni del 
punto" M siano x=a , y~b , z=c , avremo per le 
coordinate 
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«li ni , le equazioni . : jnssa , ; 

• >i / V- 

per quelle del punto «*'* . . x—a , z=c ; 

onde per quelle del punto m'" , . ' , z=c, 

È di qui che, cognite le projezioni del punto 
M sopra due dei piani coordinati , ne siegue ne- 
cessariamente la terza projezione. • 

Ciò che può anche facilmente scorgersi dalla fi- 
gura,. In fotti, siano m , m‘ le projezioni date; 
guidiamo da questi punti , c nei piani delle xj 
e delle xz , k «*C , /n'D parallele ad AX ; poi, 
dai punti C , B, e nel piano delle yz , innalzia- 
mo la Cm" parallela ad AZ e la Din" parallela 
ad AY ; il punto m " , ove queste due ultime ret- 
te s’incontrano , rappresenterà la terza projezione. 

879. Osservazione. Può ancora spiegarsi per- 
chè , nella Geometria descrittiva , bastino due pia- 
ni di proiezione per fissare la posizione di un pun- 
to, mentre che, nella Geometria analitica, vi oc- 
corrono tre piani coordinati. 

Infatti , la cognizioni delle projezioni di un 
punto sopra un piano orizzontale e sopra un pi*- 
uq verticale , è sufficiènte per le graffiebe costru- 
zioni; ma, volendosi fissare analiticamente la posi- 
zione di ciascuna di queste projezioni , per esem- 
pio , dei punti m', m" , bisogna, primieramente , 
delincare- nel piano- orizzontale ( x y ) due assi 
rettangolari AX , AY , secondariamente* delincare 
nel piano verticale ( x z ) due assi AX, AZ , pren- 
dendo v per maggior semplicità-, per fisse comune , 
^intersecazione dei due piani di projezione. Ora, 
è evidente ebe i due assi AZ , AY , determinano 
un terzo piano- rettangolare eoa gli altri due. 

Perciò , benché bastino geometricamente due 
piani , pure analiticamente ve ne occorrono tre, 
280. Quando i piani coordinati non sono rettan- 
golari , nel qual caso gli assi AX, AY, AZ (fig. 
170 ) fanno fra loro angoli qualunque: e si delio- 
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minano assi obliqui , le equazioni del punto M 

sono incora , x = a , j = o , z = c. 

Ma allora le a , b , c , esprimono le distanze 
parallele a questi assi ; e le projczioui del punto 
M si ottengono dalle rette M in, Mm', Mm , ri- 
spettivamente parallele ad AX , AY , AZ. 

Del resto , quanto si disse § § 277 , 378 , è ap- 
plicabile al caso degli assi obliqui. 

a8i. Occupiamoci adesso nei ricercare l’ espres- 
sione della distanza fra due punti le di cui coor- 
dinate siano cognite ( v. S 7 )• 

Siano x' , jr ‘ , 2', le coordinate di un primo 
punto M , ( fig. 171 ), x" , jr" , z" quelle di 
un secondo punto N , riferite prima a tre a ssi ret- 
tangolari AX , AY , AZ. Risulta dalla osservazio* 
ne ( § 278 ) che, se dai punti M , N, si calino 
le perpendicohiri M/m , Am, sopra il piano delle 
jcy , e poi dai punti m , n , le pai alide mP, nQ 
all’ asse delle y , debba aversi • 


AP=x' , i»P= 


Mms 


ed 


ÀQ=x" , hQ=j" , Nn=i' 


Guidiamo poi la mn per determinare un trape- 
zio MNm/m , e tiriamo nel piano di questo trape- 

S io la NH parallela ad m/m; e sopra il piano ael- 
e xy la «L parallela ad AX. 

Ciò efiettuato , avremo dai triangoli rettangoli 
MJSH ed tmmL , 1 , 

Mn\==MH -|-NH*==mM* +NH* , ed 

a a ft __ a a 

• v mn =nL =PQ -j-ntL ; onde 

MN = PQ +w*L -f-NH . Ma abbiamo 

; ✓ . 4 . ' 7 . • 

PQ=x'— x" , jnL=y'—y v , NH«z’__ z " , e 
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Pq\=(x'-x")* , mL ssy— y")* , NH =(*'-*")% 

dunque 

mn‘, o D*=<^-*'')*-Kr-/ , '>’+(*'- t '')* , 

e perciò 

D=V[(jr # — x "Y+(f — y")’+(*' — 2,, )M- • 

E questa è 1 ’ espressione generale della distanza 
di due punti , in fuuzione delle coordinate di que- 
sti punti riferiti ad assi rettangolari. 

Si otterrebbe' ancora questa formola nel modo 
seguente. • • < 

Si guidino , nella figura 169 , 'le rette AM , 
Am > i due triangoli ABm , AmM , rettangoli 1 * 
ubo in B , P altro in m , ci danno 

a ___ a . r a ^ % * — * 

A m — AB +Bm , AM = Am -|-Mm ; onde 
AM’=AèV^*+^*=ASVÀC°+AD . 

' V t - ' 

Si vede così, di passaggio, che, in qualunque 
parallelepipedo rettangolo, il quadrato di una del- 
le diagonali è eguale alla somma dei quadrati 
delle tre direttrici -contigue . v * 

Ciò posto , consideriamo i punti M , N , ( fig. 

1 7 1 ), e guidiamo per ciascuno di questi punti 
tre piani respetti vamen te paralleli ai piani coordi- ’• 
nati. I due piani , paralleli al piano delle jrz , 
sono necessariamente paralleli fra loro; e lo stesso 
deve dirsi dei due piani paralleli al piano delle 
xz , e dei due piani paralleli al piano delle xj. 
Questi sei piani, paralleli due a due , determina- 
no dunque un parallelopipedo rettangolo di cui MN 
è una aiagonale , e le di cui direttrici , essendo 
necessariamente perallele ai tre assi sono rispetti- 
vamente eguali alla differenze delle distanze dei 
punti M, N dai tre piani coordinati. * 

Perciò , chiamando q , r , le tre direttrici 
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contigue <11 questo parallelepipedo , avremo, atteso 
quanto si è ora avvertito . 

w_ » V i 

MN *=/'’-hq’4 *r* ; dunque , essendo 


p=zx' — x" . 


r~z'- 


MN* o D*-^— 

Benché quest» maniera di dimostrare sembri irre- 
no semplice della precedente» pure ha il vantaggio 
di essere applicabile .alla ricerca della espressione 
deHa distanza fra due punti , quando gli assi sono 
obliqui. 

iÒn. Si suppongano due ponti dello spazio rife- 
riti ad assi obliqui ; iinaginiamoci , come poc’ an- 
zi, per ciascuno di questi punti ire piani rispet- 
ti vamcnle paralleli ai piani coordinati. I sei piani 
ottenuti in tal guisa sono paralleli due a due , e 
determinano nello spazio un parallelepipedo-obliquo, 
la cui distanza dai due puniti dati è una delle dia- 
gonali, e le eli cuti direttrici hanno per lunghez- 
za le diliercnae delle coordinate dei due punti. 

Tutta la difficoltà , per ottenere questa diagona- 
le consiste dunque nel determinare quella di un 
parallelepipedo obliquo , conoscendo le dir elicici 
di questo parallelepipedo e gli angoli che esse for- 
mano fra loroi 

. La soluzione che daremo di questo problema è 
estratta dalia quinta, nota delia Geometria di Le- 
gendre. 

Siano ABmCM ( lig. tqo ) un parallelopipedo 
obliquo ; AB , AE^AD , le tre direttrici conti- 
gue , AM una delie sue diagonali. 

Poniamo, BA==p, ÀC===y, AD=r, AM - D; poi 

HAC-ca , r^AD=/3 , CAB— y , DAM-S ; 

( te quantità D , 3 sono incognite ). 


. f. 

t' • 


r h 




io. 

V 
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Dai dne triangoli obbliq ciangoli AB/», A/»M ab- 
Lia aio ( t.° 3.° § i3o ) 

A m =AB -}-B/« -f-aABxB/n. co* BAC , ed 

AM =A m -(. M/n -faAroXM/n. cos'DAm; onde 

• AM =»AB -f-13m -j-M/»’ -f-aABxB/n. cos BAC 

■^aAmXMm.cosDA/n , 


ovvero , adottando le convenute indi cationi , 
D*=p*+?’+r*-^ 2 /z< 7 .cos«-J«?r. A/n. co.* 3. .. ( i ). 


Così tutto consiste nel determinare cos ì ; poi- 
ché Am è già cognita , mediante la prima delle 
equazioni poc'anzi addotte; ma vedremo or ora 
che è inutile il sostituire attualmente il suo va- 
lore. 

Per calcolare l’ ang. S , ricorreremo ai principi 
della Trigonometria sferica. Riguardiamo A come 
il centro di una sfera , le di cui intersecazioni con 
i piani BAC, BAD, ‘CAD, DA/n , siano gli archi 
del cerchio maggiore EP, EG , GF, GH ; risulta 
da tal costruzione , • che agli angoli a.., fi » r , 5, 
possono venir sostituiti i tre lati del triangolo sfe- 
rico e 1’ arco GH ; cioè che avremo 

EF = a , EG = /3 , GF = r ; GII = 3. 


t, 4 ** ( ■ ». . 1 . . 

Ciò posto , i due triangoli sferici GEF 
ci danno ( t. rf 3 -° § i5g ) , 


GHE 


cos 


E: 


cos y — cos a cos fi 


sen « sen fi 

* i 

cos $e= cos fi cos EH-j-sen fi sen EH. cos E; 

o , ponendo , in luogo di cos E , il suo valore , 

v « • senEHcOsr — senEH cosacos fi 

eosJ— cospcosEH-J — r ; 


sen a 



o , ridocendo l' intera frasione ed osservando cbe 

x ' ' r • • ■ • ' 

senacosEH — senEHcos«r=sea(a — EH)=rsenFH, 


seri FH . sen EH 

cosd— cos0. (-co* r- ... : , 

sen a sen a 

Ma i triangoli rettilinei ACm ,, AB m , ci danno 
» .° Am : Gm; :*en ACm : sen CAm ; onde 


p .sen CAm seri FH 
Am scnACm sen a ’ 


a.° AmtBmltsen ABmisen BÀm ; onde . . 

q senBArn sen EH , 

* = * » ~ = 5 dunque 

Am senAJim sen « 

cos 3= éos /3. cos y . ~ ; e perciò 


,4 mX cosS=*p cos /3+q eoa 1. 

Sostituendo questo valore di Am cos 5 nella (r), 
ottiensi i 

D*==p*+g*+r’+ ipq cosa-Hpr cos0+a qr cos r ; 

d’ onde otterremo in fine , per Y espressione gene- 
rale della distanza fra due punti riferiti ai tre as- 
si obliqui , 


D’=<*' — x "y+(j'~j"y+(z'-s"y+3, (*'—*") 

(y'— y")cos*-|-a(x , — «''^s^-i-a^'-— y'') 

( ’i ' — a'')cos r. 


Se, in questa formola , si supporrà z'=o , z"=so, 
cioè se la distanza fra le proiezioni dei due punti 
verrà riguardata sopra il piano delle xy , otter- 
remo 


■ ■ ;s *5. 

risultato identico con quello già ottenuto nel - § 8. 

$ II. Equazione della linea retta nello spazio. 

. * > *' ' • 

>83. Quando due punti sono in linea retta nel* 
lo spazio , sappiamo ( t.° a. 0 § 85 ) che le loro 
projezioni sopra uno stesso piano sono similmente 
in linea • retta e che questa seconda retta si chia- 
ma la projezione della prima sopra questo piano. 
Si sa ancora che le projezioni di una retta sopra 
due piani bastano per determinare la sua posizio- 
ne. Siegue di qui che una retta sarebbe fissata a- 
na liticamente , qualora si conoscessero le equazio- 
ni delle sue projezioni sopra due dei tre piani coor- 
dina^.. lW1 ■ . ».• • • 

Sogliono considerarsi le projezioni della retta so- 
ra i, piani delle xz e delle /*; e siccome questi 
ue piani hanno per asse cornane , A Z , perciò 
questa retta , in ciascuno dei piani , vien riguar- 
data come asso delle ascisse ; AX è allora 1’ asso 
delle ordinate sopra il piano delle xz , ed AY è 
1’ asse delle ordinate sopra il piano delle yz. . . 

Così, sia MN ( fig., 173) una qualunque retta 
nello spazio , ed mn , mn' siano le sue projezioni 
sopra i piani delle xz e delle yz. Daremo alle e- .« 
quazioni di queste due projezioni la forma 
x = «z-f* . . . (1) 

1/ • ' -V t *.v •* 

y = b z -\-/3 .... (a) 
ove a , sono costanti che ( § 3o ) indicano le * 
tangenti degli angoli formati dalle mn , m'n' con ’ 
1’ asse delle z ; ed a. , p , esprimono le distanze dell* 
origine dai punti B e C ove queste rette incontra- 
no l asse delle x e l’asse delle y. 

284. Deve qui osservarsi che l’equazione 
x=az+« esprime non solo una relazione fra le x 
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m 

' c le z di tulli i punti dell* mn , ma ancora una 
relazione, fra le x e le t di tutti i punti del pia- 
no m/»N M , imaginato colla mn , perpendicolarmen- 
te al piano delle xz ; poiché, per qualunque pun- 
to M della perpendicolare nM a questo piano , 
le coordinate x e z sono ( $ 178 ) rappresentate 
dalle mP , AP , che appartengono ancora alla ret- 
ta mn. 

In siirti 1 guisa , 1* equazione yssbz- f-/3 , non soft» 
conviene a tatti i punti della projezione m'n' , ma 
ancora a tutti quelli del piano ad ra'n'KM guidato 
perpendicolarmente al piano delle yz , mediante la 
retta m'n 1 . 

Dunque il sistema di queste due equazioni esi- 
ste per tutti i punti della Tetta MN , interseca- 
zione dei piani perpendicolari , c non esiste che 
per questi punti. Queste equazioni sono in questo 
senso , le equazioni della retta stessa , benché si 
siano stabilite in prima per quelle delle due proje- 
zioni. ' 

Risulta evidentemente da ciò che 1 eliminazione 
della variabile z fra le due equazioni , dia luogo 
ad una terza equazione in x ed y ; che rappre- 
senta 1 » projezione m"n" della retta sopra il pia- 
no delle xy; o, più generalmente, questa equa- 
zione appartiene a tutti i punti del piano MN'u"»7 
guidato secondo la retta MN perpendicolarmente al 
piano delle xy. 

a85. Casi particolari. Quando la retta passa per 
1 ’ origine, Io stesso accade riguardo alle sue proie- 
zioni ; perciò ( § a83 ) le distanze a. , /3 , si an- 
nullano , e le equazioni della retta riduconsi ad 
xe=az , j\=xbz. 

Può accadere che sia situata la retta in uno dei 
piani coordinati , per es. , nel piano delle xz. A- 
vremo allora , per tutti i punti di questa retta , 
y—o ; e le equazioni divengono x=az -\-* , ys=o ; 
cioè , in tal caso , dobbiamo avere 6=0 , <3=»o j 
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ciò che si rende avelie evidente dalla figura , poi- 
chi.' la projeiionc della retla , sopra il piano delle 
yz , si confonde con l’ asse delle ». 

Un consimile raziocinio deve estendersi agli al- 
tri due assi coordinati. ’ 

386. Finche le costanti a , b , « , /3 , sono da- 
te a priori , la posizione della retta 1: completa- 
mente determinata. Per ottenere i diversi punti, 
basta dare, nelle due equazioni art=n--j-a, 

7 = £s+p , alla veriabile » , per esempio , un va- 
lore particolare *' , dal che ne siegue , per cia- 
suna delle altre due, x ed y, un valore corri, 
spondenle , cioè : 

xe=az' -\-bz=x' , yB=bi‘+(ì—y' . 

Presa allora sopra AX ( : 6g. 173 ) una distan- 
za Art=x' , si conduca la Pm" parallela ad AY cd 
eguale ad y' ; poi, dal punto m" , si concepisca una 
perpendicolare al piano delle xy , clic sia eguale 
a z' ; ed il punto M , determinato in simil guisa, 
apparterrà alla retta. Nel modo istesso potrebbero 
ottenersi tutti gli altri punti. 

Che se ci proponessimo di determinare le co- 
stanti a , b , « , /3 , dipendentemente da certe con- 
dizioni ; è allora che avrebbe luogo una serie di 
problemi di tre dimenzioni , analoghi a quelli che 
ci ha presentali la linea retta considerata sopra 
di un piano. 

287. x.° Quesito. Trovare le equazioni di una 
retta sottoposta a passare per due punti dati. 

Siano x ' , y\ z' , le coordinate del primo pun- 
to , ed x" , y" , z" quelle del secondo punto. Le 
equazioni della retta cercata avranno prima la forma 

ar=a*+<*. . , * (l) , lf , . , ' 

yz=bz-+j3. , . . (2) , " . 

essendo a , b , «vp., quantità per ora incognite. 

E siccome i punti ( y', z! } , (x", y'\ *' ' ) 
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appartengono alla retta , perciò le loro coordinate 
■ devono verificare le equazioni (i) , (a), e darci 
le quattro relazioni 

x'=m'+*. . ; . ( 3 ) 
y=bz'+p. ... (4) 

.... ( 5 ) * 

Applicando a queste sei equazioni il metodo del 
n.® 18 , troveremo successivamente V S ^ ^ *** 

•# ■' ■' •* * -H 

x — x'=a(z — a')»-* 1 — x"=a{z > — 

jr—jr , =b(z—z'),jr , —r , '—b(z' — z 1 '), 

is./ v jk... . -ìt * i . , 

* *V * '♦f • I 

e perciò, * .* ■*' * «mt* .•» ■ -- 

i n ■ „r Jl/ ... aC - ■ 

-*'=f^rr (W), /-/'=^7 (W). 

• * . — a - " — ’ z t 

Queste due ultima, equazioni che non contengo* 
no più che le variabili x , / , z , e le quantità 
cognite ar' , r' , z r , a:" , r" » z " » ““O 1® ricorca- 
te equazioni. , • - t ■~ 1 > . ^ 

iV. j 9 . Dalle equazioni a: — ad=a ( •‘—a* ) r. 
v — y's=b ( z— a' ) T ottenute nel corso . dèi calco- 
lo , vien -caratterizzata una linea retta che passa 
per il punto (x ' , jr' , z' , ) poiché restano esse 
addempite dalla ipotesi di x=ax ‘ , , *=*' 

Le quantità a , ò , si determinano pai mediante 
una seconda condizione che può imporsi alla ret- 
ta^ Questa condizione , nel precedente problema , 
censiste nel fer passare la retta- -per un secondo 
puuto. ■[ * 

288. a.° Quesito. Per un punto dato f uovi di 
una retta condurre una parallela a questa retta. 

Siano x‘ , y\ z‘ , le coordinate del punto. Avre- 
mo , per le equazioni della retta data , 


x 


Digitized tìy 


*7 
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,r=as-f * « y=> 6 z-f/ 3 . 

La forma di quelle della retta cercata snrà (S * 7 ) 

.r — x’c=a' ( z — z’ ) , J — y'—b' ( z — z' ) ; > 

( a' , fc' , sono quantità da determinarsi ). 

Siccome le rette sono parallele , i piani , che 
le projeltono rispettivamente sopra i due piani del- 
le xz e delle yz , devono essere paralleli ; e per- 
ciò le intersecazioni di questi piani paralleli con 
i piani coordinati , cioè le projezioni delle due ret- 
te , sono ancor’ esse parallele. Dunque avremo ne- 
cessariamente ( ^ 20 ) le relazioni a 1 — a , b'=zb' t 
ciò che ci dà finalmente per le equazioni della ret- 
ta cercata 

x—x'—a ( z— z' ), y—y'—fi ( z— z' ). 

289. 3 .° Quesito. Date due rette dalle loro 
equazioni , esprimere coll’ analisi , che queste 
rette s’ incontrano , e trovare , in tal caso , le 
coordinate del loro punto d’ intersecazione. 

! ar=az+«. . . (1) j i x—a'z+a’. ( 3 ) 
r c \ 

y=baz+fi (2) ^ { y=b'*+f 3 \ (4) 

le equazioni delle due rette. 

Se esse si tagliano , dovranno nel tempo stesso 
verificarsi le quattro equazioni dalle coordinate del 
loro punto d’intersecazione; perciò, queste coor- 
dinate altro non sono che i valori dia:, y, z,atti 
a soddisfare , nel tempo stesso , a queste equazio- 
ni ; e siccome abbiamo tre incognite da eliminare 
fra quattro equazioni , dovremo giungere necessa- 
riamente ( t.° i.° § 123 ) ad una relazione fra le 
costanti a, b , a, fi , a ' , b' , a', fi'. 

Lf equazioni (1) c ( 3 ) , (2) e ( 4 ), sottratte suc- 
cessivamente 1’ una dell’altra, ci danno 
T. VI 2 


; cioè 


0 = ( a — a' ) Z+<x — *' 
o= ( b — b' ) s+/3 — /3' ; 


cioè 


< 3'-/3 

6 — 


Ma questi due valori di s devono eguagliarsi ; 
avremo dunque 


a— a 1 b—b'' 




■ ( 5 ). 


Ed è questa la relazione che esister deve fra le 
costanti ad oggetto che le due rette si taglino. 

Supponendo che una tal relazione venga addem- 
pita , otte-remo per le coordinate del punto d’in- 
tersecazione , 



b—b ” 


ax'—xa' bp—pb' 

x= ‘~^T' r= ~b^ V 


Sia , per caso particolare, a—it , b=b' , il che 
significa ( § 28 $ ) che le due rette sono paralle- 
le ; T equazione (5) resta soddisfatta , ed i valori 

M . , 

di x, j, z, si riducono alla forma — ; risultato 


analogo a quello del n.° 22 . 

ago. 4 -° Quesito. Due rette date dalle loro 
equazioni , determinare l’ ungilo che formano 
fra loro. 

Ì x==az-^x, ì i x=a'z-\-x , 

> e < 

y=bz-\-(ì , ) | y=b'z-\-jì , 

le equazioni delle due rette. 

Possono presentarsi due circostanze : 0 le rette 
si tagliano ; c allora 1 * equazione di condizione del 
numero precedente vien soddisfatta : ovvero non 
s incontrano mai. 
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' Tn ambedue i casi : Se da un qualunque punto 
dello spailo imagineremo due altre rette rispettiva- 
mente parallele alle rette date, dovrà determinarsi 
1’ angolo formato da queste parallele. 

Per una maggior semplicità, prenderemo il pun- 
to indicato nella stessa origine delle coordinate. 
Siano perciò le AL, AL' ( fig. 173) parallele alle 
due rette date , avrepao ( n. w a 85 , e 288 ) per le 
loro equazioni , 


•>=rtZ. . . . ) 



ar=a'z. . . 
y=b'z. . . 


(»)• 


Per ottenere 1 ’ angolo LAL' , prendiamo sopra i 
lati , due parli AM , AM' eguali al raggio delle 
tavole , 0 eguali ad 1 ; poi uniamo i punti M ed 
M' , indicando le loro coordinate con x' y' 2', 
ed .r" , f , z". 

Ciò posto , chiameremo D la distanza MM' , ed 
avremo (§ 281 ) per espressione di tal distanza , 


D’= ( x'-x" y+(y—/y + (,'-*« )* , 

o, sviluppando, ed osservando che le coordinate 
del. punto M e quelle del punto M' sono legate 
( § 282 ) dalle relazioni 


*”+r”+z , *=i. •• (3), *"■+/'*+*"■= «...(4), 

D’=2— 2 ( i , x"+j ì, y"+z'z" ). 

Altronde poi, il triang. AMIVI' ci dà (t.° 3 .° § i 3 o) 

AT A MI Tr ÀM’+Af-MM'’ 
cos MAM', o cosv= : = 

aAMxAM' 

ovvero , ponendo qui il valore di D’ , 

cos V = *V 4 yY'+z'zf. . . . ( 5 ). 


2— D* 


Dunque , tutto adesso si riduce ad ottenere le 
coordinate x‘ , jr ' , z', ed x", r", z" , in fun- 
zioni delle costanti a, b , a' , 0' . 
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Ora le coordinate del punto ( x ' , y ' , z' ), cbe 
si trova sulla retta AL , devono verificare le equa- 
zioni (i); e darci perciò le due 


relazioni 


.r '=az , l 
.r'=bz' , \ 


le quali colla (5) ci daranno i valori di x\ y' , z'. 

Portando infatti nella relazione (3) i valori di 
x\ e di y' che ci danno le due prime , otterremo 


(„-+f+, ) onde *'= , 

ciò che serve per farci ottenere per y' ed x ’ , 
b , _ a 

Nel modo stesso per le coordinate x" \ y" , z", 
del punto M , si otterrebbero le 

i l' a’ 


VC«’ , +*"+ l ) y V( fl ”+**+0'' V(a ,, -fA’*+i). 


Sostituendo questi valori nella equazione (5) , 
otterremo finalmente per il coseno dell’ angolo ri- 
chiesto 


eos V= 


na‘-\-bb’ - j - 1 


( 6 ); 


espressione capace di due valori , atteso il radica- 
le , come dev’ essere ; poiché le due rette formarlo 
fra loro due angoli, supplemento 1’ uno dell’altro. 

> agi. Potrebbe trovarsi un’altra espressione del 
cos V , per mezzo di alcune riflessioni che avran- 
no luogo anche in seguito. 

Caliamo dal punto iVI ( fig. i^3 ) la perpendi- 
colare Mm nel piano delle xy , e guidiamo la mP 
parallela all’asse delle y ; avremo, da tal costru- 
zione, AP^.r' , P m—y' , Mma: 1 . Di più, essen- 
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do il piano MmP parallelo al piano delle ri , la 
retta che unisce il punto M con il punto Pè per- 
pendicolare ad ÀP ; e siccome si è presa AM=i, 
ne siegue che AP, ox', sia eguale al coseno del- 
l’angolo che forma la retta AM con 1’ asse delle 
x. In siuiil guisa si dimostrerebbe che y' e z' so- 
no eguali ai coseni degli angoli formati dalla ret- 
ta con gli assi delle r e delle z. 

Dunque, chiamando a , fi , y questi tre angoli, 
avremo 

* . . ) 

x'= cos a, y' c= cos fi , *'= cos y. 

Così, per gli angoli a', fi' , y' formati dalla 
AM' con i tre assi , si otterrebbe 1 

x"— cos a' , y"= cos fi r , z"=scos y' , 

Questi valori portati nella ( 5 ) , del n.° 391,, 
ci danno 

cos V= cos a cos a' -f cos/8 cos fi 1 -j- cos y cos y\ , . (7) 

393. Deduciamo dai calcoli precedenti alcune 
conseguenze di somma importanza : 

i.° La relazione ( 3 ), del a.° 390, ci dà, sosti- 
tuendo ad x 1 , j' , z' , il cos x , cos fi , cos y , 

cos* a + cos* fi -f- cos* y= 1 ; i 

ciò che dimostra che la somma dei quadrati dei 
coseni degli angoli che forma una qualunque ret- 
ta con i tre assi è eguàle all’ unita ; proposizio- 
ne che risulta ancora dalla relazione che esiste fra 
la diagonale di un parallelepipedo rettangolo e 
le tre direttrici contigue (§ 281 ). 

JC* 1 

3.° Dalle x'—az ' , y’=bz' , risulta a — — , , ò=- 7 , 


e, perciò, 


COS X cos fi 

, 0=3 , 

cosy COS y 


( 8 ). 


Dunque le costanti a , b , delle equazioni di una 
retta , hanno per rispettivi valori i rapporti fra i 
Coseni degli angoli che forma la retta con tas- 
se delle x e con l'asse delle y e fra il coseno del - 
l'angolo che essa forma con l’asse delle z. 

3.° Finalmente , le equazioni (8) , cioè 

cos a = a cos y , cos tì—b cos y , 

innalzate al quadrato e addizionate colla identità 
cos’ y=cos’ y , ci danno 

cos’a-j-cos’/3-f-cos’y, o 1 =(«’-)- />’-}- i)cos’y; dunque 
i b 

cos • “ V (' '«•+*'•+* ) * cos V X o’+^+T) ’ 

“ “vT^+ry • (9) - 

Queste ultime formolo ci danno gli angoli ohe 
forma una retta con i tre assi , conoscendo le tan- 
genti a , b , degli angoli fatti dalle sue proiezio- 
ni sopra i piani delle xz e delle yz , con 1’ asse 
delle z. 

jlll’ opposto , quando siano dati gli angoli che 
la retta forma con i tre assi , dalle forinole (8) 
conosceremo le costanti a , b, delle equazioni del- 
la retta. 

Osserveremo su tal proposito che , dalla relazio- 
ne cos’<x-fcos’/3-|-cos’ , da cui vengono connes- 
si gli angoli a , /3 , y , non possono darsi ad ar- 
bitrio che due di questi angoli ; e la relazione ci 
darà il valore corrispondente del terzo angolo. 

ag3. Riprendiamo la forinola (6), e vediamo 
ciò che essa divenga nelle due ipotesi in cui le rette 
date sono parallele o perpendicolari fra loro. 

Nel i.* caso, deve aversi cos V=i , cosichè ri- 
sulta fra a , b , a 1 , b‘ la relazione 

aa'+M'+i=V [ ( a*+£’-f-i ) (a'’+6'’+t )]. 
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E , facendo scomparire il radicale e riducendo , 

( a — a' )‘ + ( b-b' y + (' ab' — ba' )* = o , 

equazione che non può esistere , se non sia sepa- 
ratamente a=a’ , b—b' , ab'=ba' . 

L’ ultima di queste tre relazioni resta implici- 
tamente compresa dalle altre due ; e già sappiamo 
( § 288 ) che queste esprimono che due rette , nel- 
lo spazio , sono parallele fra loro. 

Nel 2 *° caso , il cos V dev’ esser nullo ; ciò che 
ci dà necessariamente aa' -\-bb‘ -\-i= o. 

E questa è la condizione che esprime che due 
rette sono perpendicolari fra loro , ciò che altron- 
de può aver luogo senza che queste rette si taglino. 
Riunendovi 1 * equazione 

( a— a' ) ( ( 3 1 — /3 )— ( b—b' ) ( «'—a ) « o 

trovata ( n-° 289 ) , si otterrebbero le due relazio- 
ni che devono esistere fra le costanti , affinchè le 
rette si taglino ad angolo retto. 

La (7) diviene , nella medesima circostanza , 

cos a. cos a! -f- cos /3 cos ( 5 ' -J- cos v cos y — o ; 

in seguito si vedrà 1’ uso di tal risultato. 

294. Potremmo qui , servendoci de’ principj ora 
stabiliti , ridurre alla risoluzione a tre dimenzioni 
quel problema già risoluto ( § 27 ) con due dimen- 
sioni^ calare , da un punto dato fuori di una 
retta , una perpendicolare sopra questa retta , e 
trovare la lunghezza di questa perpendicolare. 

Siano infatti , x=az-j-a , j r =bz-f-f 3 

le equazioni della retta data. Chiamando x' , jr' , 
z' le coordinate del punto , avremo ( 387 ) per la 
retta cercata , due equazioni della forma 

x-x'=a'(>-J) ìf -/=b' 

ove le quantità a 1 , b' sono le sole costanti che 
restano da determinarsi. 
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E, poiché le due rette devono essere perpendi- 
colari fra loro , avremo questa prima relazione 
aa' -\-bb' -f-s=o ; altronde poi , siccome si tagliano, 
dev' essere ( $ 389 ) 

( a— «' ) ( fi — fi ) - ( b-b‘ ) (*'-* )=o, 

o , ponendo in luogo di fi , , i loro valori 

r'—b’z' ed x'— «V ,* 

( a— a') (y—b'z'—( 3 )—(b—b') (x’-a'z'—x) =0, 

Questa relazione , combinata con aa'-\-bb’-^-i=o , 
ci darebbe i valori di a' , b' , i quali , sostituiti 
nelle equazioni della seconda retta , ci condurreb- 
bero finalmente alle equazioni della retta cercata. 

Ma i calcoli, specialmente relativi alla seconda 
parte del quesito , sarebbero molto complicati ; ed 
è perciò che addurremo fra poco un mezzo molto 
più semplice per risolvere questo slesso problema. 

ag 5 . Conseguenza generale. I principj fissati ri- 
guardo alla linea retta , dal n.° 283 fino al n.° 389 
inclusivamente , sono veri , qualunque siasi V in- 
clinazione degli assi coordinati. Perciò , nel ca- 
so degli assi obliqui, le equazioni di una retta han- 
no sempre la forma 

X—( 1Z+* , f=lz+P -, 

soltanto che le rette , in luogo di venir projettate 
sopra i piani coordinati mediante le perpendioolari 
a questi piani, vengono (§ 380) ad esserlo paralle- 
lamente agli assi ; e le quantità a, b, non esprimo- 
no più le tangenti trigonometriche, ma i rapporti 
dei seni ; le costanti * , / 3 , conservano il mede- 
simo significato. 

Sono pur’ anche indipendenti dall’ inclinazione 
degli assi , e 1’ equazioni di una retta che passa 
per due punti dati , e le condizioni del paralleli- 
smo di due rette, ec. Ma non è così del quesito 
che ha per oggetto la determinazione dell’ angolo 
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di due rette, e di tutte le conseguenze che uè so- 
no state dedotte , poiché ivi si ha anche riguardo 
all’ espressione della distanza fra due punti dati. 

Questa osservazione è importante per cjue 3 stu- 
denti che amano di fare delle applicazioni di que- 
sti prineipj. 

§. III. Dell’ equazione del piano e delle sue com- 
binazioni con le equazioni del punto e della 
retta. ■ ' <. 

r • 

ag6. In quella guisa che la posizione di una li- 
nea retta sopra di un piano vien fissata da un’equa- 
zione di primo grado fra le coordinate x , y , di 
ciascuno de’ suoi punti riferiti a due assi , cosi ve- 
dremo che vien determinata la posizione di un pia- 
no , riferito ad altri tre piani, per mezzo di un’ 
equazione di primo grado iti x , y , z ; rappresen- 
tando queste variabili le distanze di ciascun pun- 
to del piano dai tre piani coordinati. 

Siano DB , DC (fig. ij4) l e traode di un qua- 
lunque piano, cioè le intersecazioni di questo pia- 
no con due dei piani coordinati , ( che esser pos- 
sono indifferentemente rettangolari o obliqui ). 

Fra i diversi modi di concepire una superficie 
piana , ve ne è uno che consiste nel riguardarla 
come generata , dal moto di una retta indefinita 
che scorre parallelamente a se stessa lungo un 
altra retta , similmente indefinita. . . 

Così, per esempio, se per i diversi punti del- 
la retta DB , c’imagineremo una serie di altre ret- 
te D'C' , D"C" , . . . , parallele a DC è eviden- 
te che questa serie di rette apparterranno al pia- 
no da noi preso in considerazione ; e che perciò 
questo piano può riguardarsi come generato dal mo- 
to della DC lungo la traccia DB, in modo da con- 
servarsi sempre parallela alla sua primitiva direzione. 

Questa proprietà caratteristica esponiamola coir 
1’ analisi. 
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Siccome la retta DB si trova intieramente nel 

Ì jiano delle ai , le sue equazioni hanno ( § a85 ) 
a forma y=o , z=mx . . . (i). 

Per una ragione analoga , le equazioni della trac- 
cia DC sono 

x=o , z—njr-\-p (a). 

( Si suppongono risolute le (i) e (u) rapporto 
a z , attesoché le due traccio devono passare per 
un punto D , per il quale la s resta comune ai 
due secondi membri di queste equazioni ). 

Ciò posto, consideriamo la traccia DC in una 
qualunque situazione, D'C' , per esempio; avrerae 
necessariamente (§ a8S) , per le equazioni di que- 
sta retta parallela a DC , 

jcz=ot , z—ny-\-(ì (3) ; 

ove a, /3, sono quantità costanti per tutti i punti 
di una stessa posizione D'C' della gener&trice, ma 
variabili da una posizione ad un'altra D''C". 

Ci resta ancora ad esprimere che la generatrice 
incontra in tutte le sue posizioni la traccia DB ; e, 

{ lercio , bisogna ( § 289 ) scrivere coll’analisi che 
e equazioni (1) e (3) hanno luogo nel tempo stesso; 
ciò che ci darà una relazione fra le indeterminate 
a , (3 , e le quantità cognite m , n , p. Combinia- 
mo dunque insieme queste quattro equazioni. 

La seconda delle equazioni (3) , a cagione della 
prima delle equazioni (1), diviene *=/ 3. 

Ponendo i due valori x=zx , z=p nella seconda 
delle (1) , otterremo , per la relazione richiesta 

(ì=mx+p. . . . (4). 

Osserviamo adesso che , da ciascuna posizione 
della generatrice, le equazioni (3), e l’equazione 
(4) devono restare addempite simultaneamente ; 
dunque ( n.° 84 ), eliminando fra queste equa- 
zioni le indeterminate « , /3 , 1’ equazione risultan- 
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te in x , y , 2 , e quantità cognite , apparterrà pu- 
ra nelle a tutti i punti del piano. 

Ora , le equazioni ( 3 ) dandoci 

a. — x , /3 = z — ny , la (4) diverrà 

s — ny — mx-\-p ; ovvero < • * 

: z=mx-\-ny-{-P ( 5 ). 

E questa è , in generale , l’ equazione die espri- 
me la posizione di un piano nello spazio, e ne è, 
per dir così la rappresentazione analitica. 

Per idearsi come questa equazione rappresenti 
ciascun punto della superficie piana , supponiamo 
che , per le variabili x , y , siasi preso un siste- 
ma di valori x—kcl', y=d'c'. Se dal punto c' &’ 
innalzi la c'E' perpendicolare al piano delle xy , 
ed eguale al corrispondente valore di 2 dedotto dal- 
la ( 5 ) , il punto E' così determinato , apparterrà 
al piano , e non potrà appartenere che ad esso. 

Un consimile raziocinio ha luogo per altri va- 
lori attribuiti ad X ed jr. 

N. B. Fra tutti i mezzi , che sogliono impie- 
garsi per trovare 1* equazione del piano , abbiamo 
preferito il precedente; primieramente, perchè ha 
il vantaggio di essere indipendente dall’ inclinazio- 
ne degli assi coordinati ; poi , perchè viene appli- 
cato alla ricerca delle equazioni di altre superfici 
la di cui generazione offre dell’ analogia con quel- 
la del piano. Ne vedremo in seguilo degli esempj. 

297. Le costanti m, n , p , che entrano nell’e- 
quazione del piano , si definiscono facilmentej;Le 
quantità m ed n , aliro non sono che le tangenti 
degli angoli che formano le tracce DB , DC , con 
gli assi delle x e delle y. In quanto poi alla quan- 
tità p, vien chiamata la z all origine ; e questa è 
la distanza dell ’ origine dal punto ove il piano 
incontra l’ asse delle z. 

Allorché il piano passa per 1 ’ origine , è p=o , 
c 1’ equazione si riduca a 


» 


/ 


* 




\ 
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2 = rai-fn; 

che resta infatti verificaia da x=o , 7=0 , z=o. 

398. Adesso diremo , reciprocamente , che ap- 
partiene ad un piano ogni equazione di primo gra- 
do a tre variabili , 


Ax+Bjr-t-C;-f-D =0. 

- In fatti , ne dedurremo 

A B D 

2 ““c x ~c y ~c 

Ora , se si hanno in vista due rette le di cui 
equazioni siano. . > 

' AD--- 

per la i.« , y=o , e z=— -x— -, 

> 1 * 

. B D 

« per la 3* , ->=o , e *=— -j— - , 


potremo riguardare queste rette come le traccie di 
un piano sopra quelli delle xz e delle yz ; e , vo- 
lendosi 1' equazione di questo piano , atteso il me- 
todo del n. 296 , si troverà necessariamente 

A B D 

x “c y_ c' ° vvero 

Ax+By+Cz-f-Dc=o . . . (1). 

Dunque , reciprocamente , ec. 

N. B. Benché 1 ’ equazione z=mx-f-np-hp non 
racchiuda che tre costanti, mentre che la (1) ne 
racchiude quattro , pure non cessa di essere così 
generale come la (1) , il di cui primo membro può 
sempre dividersi per uno de’ suoi coefficienti. Ma 
noi riguarderemo quasi sempre 1' equazione del pia- 
no sotto la forma (1), e perchè è più simmetrica, 
ed inoltre perchè , determinato che sarà un piano 
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mediante certe condizioni, siccome la (i) include- 
rà una costante arbitraria di più della 


z^mx+nj+p. 


potremo trarne profitto per introdurre delle sim- 
plificazioni nei calcoli. 

Questa è un’osservazione utilissima. 

Facciamo successivamente x = o f y=o , z=>o , 

nella A*+By+Cz -fD =» o ; ed avremo 

per x 1=3 o , By+Cz+D = o , 

pery='o, AaH-Cz-f-D = o , 

per s 1=3 o , Aar-f-By+D = o ; 

e sono queste le equazioni delle traccie del piano 
sopra i tre piani delle yz , xz e delle xy. 

Supponendo nel tempo stesso xao, y=o, ot- 


terremo la z— 


D 
C ’ 


che ci dà le coordinate del 


punto ove il piano incontra l’asse delle z. 

Così da x=o , a=o , si otterrebbe yt => — 5 , 

£ 



Z — Oy 



che sarebbero le coordinate dei punti ove il piano 
incontra l’asse delle y e l’asse delle x. 

399. Potrebbero farsi entrare nell'equazione del 
piano le distanze dall’ origine a questi tre punti 
d’ intersecazione , e l’ equazione prenderebbe allora 
una elegantissima forma. 

Poniamo , infatti , 

D D D 

AB= — - =q , AC=r — - ~r , A Dea — _ ss s ; 

A li B 



3o 


ne risulterà A — — £ì } B= — — , C= — — , 
q r s 

onde , sostituendo nell* equazione del piano e ridu- 


cendo rs.x+qs.j--\-qr.z=qrs ; 

equazione analoga a quella già ottenuta per la li- 
nea retta ( § n5 ) , e per le equazioni dell' ellis- 
se e dell’iperbole, riferite ai loro assi, 
l Dessa non racchiude, come la z=mx+ny+p , 
che tre costanti ; ma di più è siraetrica. 

3oo. Occupiamoci adesso della risoluzione di una 
serie di quesiti relativi al punto , alla linea retta, 
ed al piano , quesiti che , con quelli già discussi 
( § 28 6 . . . . ) costituiscono ciò che s' intende 
sotto il nome di preliminari della Geometria ana- 
litica a tre coordinate.; 

I. Quesito. Far passare un piano per tre pun-' 
ti dati. 

Indichiamo con ( x' , y' , z' ) , ( x" , y" , z" ) 
(x"', ’J ') le coordinate dei tre punti, e con 


A.r+By+Cz-f-1) = o . . . ( 1 ) 

1’ equazione del piano cercato ; A , B , C , D , so- 
no le costanti che devonsi determinare. 

Poiché il piano resta assoggettato a dover pas- 
sare per i tre punti , la sua equazione deve veri- 
ficarsi , allorché vi si sostituiscono successivamente 
le y , z , in luogo delle coordinate di ciascu- 
no di questi punti ; perciò , avremo le tre relazio- 
ni Ax'+By'-fCs'-l-D t= o , 

A*"+By"-bCz"+D=:o, A*'"+By"'+Cz'"+D=o, 
che possono trasformarsi come siegue 


AB C 
Ù x + U* +D ! ' = - 
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A , . B , , C ,, 

V* +5* V = 


-I E , y 111 

D +D y 


■* 5 *”— •• 


Applicalo a queste equazioni le forinole di pri- 
mo grado a tre incognite ( t.° t.° p. 176 ), ed 
osservando che il coefficiente D , essendo totalmen- 
te arbitrario , può essere fatto eguale alla quantità 
che serve di denominatore comune alle tre espres- 

ABC 

sioni di , — , — , troveremo , a calcolo effet- 
tuato , 

l„ll-lll I ll„lll I lyll„lll -/-Il III 

=x y z — 1 z y tz y — J x z 

+y'z"x‘"— z'y' , x‘" , 

A= — y ,, z"'-fz"y"' — zy'"-\~y'z"' — ■yY'-f-z’y" , 

B=— . z'x ,, +*"z , "—z"x n '+z’*'" i 

C=r — r'y”+i'y'” — x n y"'-\-y 1x " — y 7 x'"-\-j" x 1 ” . 

Ora, per ottenere 1 equazione richiesta, baste- 
rebbe sostituire nella (1) questi valori. 

3 oi. II. Quesito. Far passare un piano per un 
punto e per una retta data. 

Siano x' , y ‘ , z , le cordiuate del punto 

] • • • • (*) equazioni della retta ; 

quella del piano cercato avrà la forma 

Aar+By-j-Cz+D zzo ... . (2). 

E siccome questo piano deve passare per il pun- 
to ( y 7 1 ='), avremo per prima relazione * 

A®'-j-By'-|-Cz'-fD=o .... ( 3 ) ; 

e , sottraendo dalla (a) la ( 3 ) , risulterà la 


•'V- 


. .*<_ 
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A(x—x ')+B(y — y 1 )+c( s — »* ) = ° . • ( 4 ) ; 

in cui avremo la forma caratteristica dell equazio- 
ne di un piano che passa per un punto dato del- 
la quale faremo un uso frequente. 

Esprimiamo adesso , coll’ analisi , che la retta 
data si trova tutta intera nel piano carato; per 
il che , basta di scrivere che le coordinate x , y , 
z , di lutti i punti della retta verificano l’equazio- 
ne del piano. Ora , sostituendo nella (3) , in luo- 
go di x ed y , i loro valori dedotti dalle equazio- 
ni (1), otterremo 

A(n--j-a)-j-B(ii-f-/ 3 )-fCs -f-D = o ; 
ovvero , effettuando i calcoli , ed ordinando , 
(Afl+BZ>-fC)s+AoH-B/ 3 -fD = o. 

Ma questa equazione deve verificarsi , indipen- 
dentemente da qualunque valore particolare si at- 
tribuisca a z ; e perciò ciascuna delle quantità 
Aa+Bé+'C, Aa+B/H-D dev’ esser nulla separa- 
tamente ; cosicché avremo le due nuove relazioni 

Aa+-B£+C = o ... ( 5 ) 

Aa+B0f D = o . . . (6)j 

per esprimere che la retta è compresa tutta inte- 
ra nel piano. 

Sottraendo la relazione (6) dalla ( 3 ), otterremo 

A(*'— «)+BQr’— atCs'-o ... (7) 

che non contiene più D , e che può sostituirsi al- 
la (6)., . ; 

Si riduce dunque il quesito a trovare i valori 
di A, B, C, o, piuttosto, dei rapporti -« , ^ , 

Ci Ci 

mediante le due relazioni 


e 
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+g£+i=o, *)+~Cr'— -sj+z'^o. 

Ora , otteniamo dalla eliminazione 

* y-p-bz 1 

C b ( x ' — *) — a( j' — P ’ 

0 B x' — « — az‘ 

C b ( x 1 — * ) — a ( y' — P ) * 

e, siccome può disporsi ad arbitrio di uno dei tre 
coefficienti A , B ì C , basterà porre 

C =b ( x ' — * ) — a ( y — P ) , per avere 

A=r' — ,3 — £z' , — ( x' — * — az\) 

d’onde, sostituendo nella (3), otterremo 
(y — /3 — bz‘ ) ( x — x') — ( x' — * — az ‘ ) (y — jr' ) 

-|-[é(x'— *) — a (y'—P)] (z— z‘ ) = o, 

per 1’ equazione richiesta. « 

3oa. Osservazione. Nel precedente quesito ab- 
biamo fissate due relazioni 

A<j+B£+C=o , A«+B/3+D = o , 

che esigono qualche attenzione , perchè sono di fre- 
quente uso nella Geometria analitica. 

Riprendiamo le equazioni della retta e del piano, 

x=az+ x , y=bz+(? , Aj:+B^+Cc+D==o ; 

e proponiamoci di determinare il punto ove la ret- 
ta incontra il piano. 

Siccome abbiamo tre equazioni fra x , y , z , col 
sostituire nella terza ad x ed y i loro valori de- 
dotti delle due" prime ; otterremo 

( Aa+Bi+C )s+A J ‘+B,3-f D = o , onde 

T. VI. 3 


V < 
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_ _ A* 4- r /3+D 

2 ~ A«+Bò+C ’ 

a C A*-f-B/S-J-D ) 
Aa-f-Bò+C 

» ( Aa+Kb+C ) — a ( Aa+B3+D ) 
' Aa+B^+C 

y _~ ^(A» + B/3+D 

7 P Afl+BA+G 


fi ( Aa+BA+C ) — b ( A*+B/2+D ) 

Aa+B^+C 

Ciò 'posto , volendosi esprimere che la retta ed 
il piano sono paralleli , conviene scrivere che i 
valori di X , y , * , corrispondenti al punto d’ in- 
tersecazione , sono infiniti : ciò che si fa ponendo 
Aa+B£+C = o ; poiché allora questi valori divengono 

A#+B/3+D a ( Aa+B/3+D) 

X — ■ . JC S=3 — — , 

o o 


b ( A*+B/?+D ) 



Se invece della condizione Aa-j-Bé-f-C = o , si 
supponesse A*-J-Bi 3 +D=o , i valori di x , y , z, 
si ridurrebbero a z =o , x~» , y=?~ 

Ora , si scorge facilmente che , il punto corrispon- 
dente a questo sistema di coordinate , è quello ove 
la retta incontra il piano delle xy ; poiché , se nel- 
le equazioni della retta si ponga z=o , ne risulta 
x=» , y=fi. 

Supponiamo adesso che siasi fatto simultaneamente 
Aa-f*B3-l-C=o , À* -p -f- Ds= o 
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i valori di x , y , z , si ridurrano alla forma - , 

II- r' ... i. • ■ 

segno dell* indeterminazione ; ciò che prova che la 
retta si trova allora tutta intera nel piano- 

Può concludersi da ciò che , delle due relazioni 
di sopra , la prima esprime solamente che la retta 
ed il piano sono paralleli ; la seconda , che il piano 

{ lassa per un determinato punto delta retta ( quel- 
o ove la retta penetra il piano delle xy ) ; e che, 
ambedue congiuntamente , esprimono che la retta ed 
il piano si confondono. 

3o3- III . 0 Qoesito. Dato un piano ed un pun- 
to fuori di questo piano , si voglia ; 

i.° Calare dal punto una perpendicolare sul 
piano. 

a.° Trovare la lunghezza di questa perpendi- 
colare , cioè , la distanza del punto dal piano dato. 
Siano x , y , z, le coordinate di questo punto, ed 

Ax-}-B/-|-Cz-pD= o. . . .,(>) 

l’equazione di un piano che si suppone di posizio- 
ne cognita. 

Le equazioni della retta cercata avranno (§ = 87 ) 
la forma 

x — x'=a ( z — z 1 ), y — y’=zb ( Z—-Z 1 ). . . (a), 

ed a, b, saranno costanti da determinarsi. 

A tale oggetto, dovremo qui far uso di uno dei 
principj della Geometria descrittiva . cioè : suppor- 
re che se una retta è perpendicolare ad un piano 
nello spazio , la proiezione della retta sopra uneP 
dei piani coordinati , è perpendicolare alla trac- 
cia del piano dato sopra lo stesso piano coordinalo. 

In fatti, consideriamo, per esempio, la proiezio- 
ne della retta e la traccia del piano sopra quello 
delle xz. 

Invaginiamo , mediante la retta , il piano che la 
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projclta sopra il piano dello xz ; la traccia di que- 
sto piano prnjuUitftfe altro non è elio la projczionc , 
della retta. Ora questo piano , passando per una ret- 
ta perpendicolare al piano dato , è esso stesso per- 
pendicolare al piano dato ; altronde poi è anche per- 
pendicolare al piano delle xz ; d’ onde sieguc che 
hv intersecazione comune del piano dato e del pia- 
no delle a:*, cioè la traccia del piano dato è perpendi- 
colare al piano projetlante ; dunque questa traccia è, 
perpendicolare alla projezionc della retta, poiché la 
pvojezione si trova nel piano projetlante', e (tassa per 
il punto ove il piano projettante eia traccia si tagliano., 

Lo stesso raziocinio potrebbe applicarsi alla pro- 
iezione della retta ed alla traccia del piano sopra 
queliti delie yz. 

Ciò* posto, se , per ottenere le traode del piano 
dato, si , farà y=ao, poi x=o nella (i), avremo le 


A.r-f-Cz-fD: 

’ 

capaci della forma 



:'ó', Bj4-C2q-D=ó, ’'d 



D 

B 


• ( 3 ) 


’ Ora ,, poiché le rètte espresse dalle equazioni (2) 
devono essere rispettivamente perpendicolari alle ret- 
te, espresse d,allc ( 3 ), bisogna ( § i 5 ) elio fra i 
Coefficienti di z esistano le relazioni 


C , A . 

<j-X — 7- + 1=0 ; onde «=— , ovvero, A—aL , 

A C 


t *• C B ' - 

• Ly.—-* -f- 1=0 ; onde b—r~ , ossia , B=£C. 

1> C 

■ Questi valori «li a , b , sostituiti nelle (2), ci 
danno per le equazioni della perpendicolare , 

*~* i! =§(3- s '), j—y=§( z —z’) • • • -(4). 
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Adesso , per risolvere la seconda parte del prò» 
Idem a , osserveremo die , attesa l’ espressione ( § 
a8i ), che ci dà la distanza fra due punti , basta 
determinare i valori di x — x' — y' , z — z' , ido- 

nei a soddisfare nel tempo stesso alle (i) e; (4) , 
e sostituir poi questi valori nell' espressione della 
distanza ; poiché , da tale eliminazione , si oller- 
ranrn* necessariamente le differenze fra le coordinate 
ilei punto ove la 'perpendicolare incontra il piano c 
quelle del punto dato ; - 

A tale oggetto , sottopónendo la (i) alla seguen- 
te trasformazione, coH’aggiungere al primo membro 

— Ajc 1 — By* — C;'-|-A.r'-f Bj’-j-Cs' , e col porre 

Ax'+By'-J-Cz'+DssD' . . , (5); avremo 

A(x-x')+B( r -j’) + C( M ')HrD’=.o. 


Ora se qui, in Juogo di x — x 1 , 
ì loro valori (4) , troveremo 

(A’+B’+C’X3-* t )+D / C=o,2— z'= 


y — y' , iiorrerao 

D'C 

= ~*A -f- C'-f C' 1 


e perciò x — a 


D'A 

A' + ll’+C 



D'B 


y r ~ A’-fB’+C’* 

Ma , chiamata T la perpendicolare richiesta , dal 
( § 28 1 ) abbiamo 

p = KT(x — *' y+{r—/T +(*— a*) 1 ]; ' 

, ,, Aar'-j-By'+Cz'-f-D 

1 = V(A - + i,q.cò '= rtA-+'--+èT ■ 

( V. § 28 riguardo al doppio segno del radicale ). 

3o4- Casi particolari. Il punto dato può es- 
sere 1’ origine stessa delle coordinale- In tal caso ab- 
biamo < x* = o , r' = o , 2' = o , 
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e 1’ espressione della perpendicolare si riduce a 

P= 5 

^(A’+B’+C’)* 

Il piede poi della normale ba per coordinate 

AD BD 

X== A'+B^+C*’ y A’+B’-f C^’; 

• CD 

Z ~~ A'-f-B’-f-C*' ’ 

a.» Se il punto dato si trova sopra il piano , le 
sue coordinate devono, verificare le equazioni del 
piano , cioè deve aversi 

Ax'+By'+Cz'-j-D = o ; onde P=o. 

3o5. IV. Quesito. Reciprocamente , dato un pun- 
to ed una retta nello spazio , condurre per il pun- 
to un piano perpendicolare alla retta , e trovare 
la lunghezza della distanza dal punto alla retta. 
Le equazioni della retta data siano 

xz=az-\-& , jz=bz -\-(. 3 .... (i), 

ed x' , y' , a' , le coordinate del punto. 

L' equazione del piano cercalo avrà (3oi) la fur- 

ma A(x — — z')=o . . (a). 

Ma , per ipotesi , la retta ed il piano sono per- 
pendicolari fra loro. Dunque ( § 3o3 ) fra i coeffi- 
cienti , A , B , C, ed a, b, vi saranno le relazioni 

A =aC , B = 4C; 

onde , sostituendo nella (a) , e dividendo per C , 

a{x— x')+b(jr— jr') + z—z '=0 . . . (3) , 

avremo cioè l'equazione del piano cercato. 

Per ottenere adesso la distanza del punto ( x' , 
y' , a 1 ) dal punto ove il piano incontra la retta. 


| .w w&“ ! 

r 
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basta cercare i valori di x — x' , y — y , z — z' atti 
a soddisfare nel tempo stesso alle (i) e (3) , e por- 
tar poi questi valori nella generale espressione della 
distanza fra due punti dati. 

Per effettuare questa trasformazione , daremo al- 
le (i) la forma 

x — x ' £= a ( z — z' ) +* — x' -az' 

jr—jr'—b(z~z')+£—y'+bz' . . . (4) » 

che è analoga a quella del n,° 27. 

Ciò posto , sostituendo ad x — x' , y — y* i loro 
valori nella equazione (3) otterremo 

(a 1 X z — — x'-j-az^+b 

(p—/+bz')=o , 

onde , 

___ , a(x'— *)+b(y'— ?)+z' , N 

a’+é’-j- 1 a‘ J rb ,J ri * 


facendo , per semplificare , 

N=a(x' — *)-{ -b'f — /3)-f-z' . • . (5). 

Questo valore di z — z' portato nelle (4) , ci 
darà 


x — x 1 


1 


az'-ra — x'-^az'— 


N a 



m 


y—?' 


1 


-bz'-ìrp — y ,J rbz'= 


m 


«’-f ;ó J + 1 




Addizionando i quadrati di x — x' , y~~ -y' , 

* — z' , ed osservando 1 ° Che le prime parti in- 

N. 

calzate al quadrato danno per somma * 

a.® Che la somma dei doppi prodotti si riduce , 


4 ° 

( 5 ), a 


-aN* 


; si trova finalmente , per la 


piu semplice espressione della distanza dal punto 
alla retta data , 

r=rc(*'— 


3 o 6 i Conseguenza- Se uniremo il punto ( x' , 
y' , z' ) con il punto ove la retta è incontrata dal 
piano che gli è perpendicolare , ( punto le di cui 
coordinate si rappresenteranno per ora con x “ , y", 
*" ) , è evidente che questa retta di congiunzione 
è perpendicolare alla retta data. Ma le equazioni di 
questa retta hanno ( § 287 ) la forma 

x » x l v" v' 

x ~ x ‘ =~pzr z , ’ y-y-b7~S z - z ') - 


ed i rapporti - t , zL — a li ro n0 n sono che i 

2, ■ Z Z —2. 

rapporti dei valori di x — x' » y — y 1 , z — z' , tro- 
vati nel n.° precedente. Dunque , effettuando que- 
sta sostituzione , si otterranno le equazioni della 
perpendicolare calata da un punto sopra una 
retta nello spazio ; quesito di cui fu già indicata 
una prima soluzione ( $ 294 )■ 

Non ultimeremo questo calcolo perchb facile , e 
poco elegante nel suo risultato. 

307. V. Qcesito. Per un punto dato nello spa- 
zio condurre nn piano parallelo ad un’ altro. 

Prima di risolvere rln tal problema , fisseremo le 
condizioni analitiche che esprimono che due piani 
sono paralleli. 

Le equazioni di due piani dati nello spazio siano 
Aur-f-Dy-f-Cz-j-D =0 , 


4t 

. •* I. 

A’ar-f-B'/H-C’j-t-D' = o. 

Se quesli piani sou paralleli , dovranno essere 
ancor parallele le loro tracoie sopra il piano delle 
xz e sopra quello delle yz. Ma , abbiamo (<j 298) 
per le equazioni di queste tracce , 

Aa:-|-Cz-l-D=o , By-f-Cz-f-D=o per il i. piano, 
A' x-f-C'z+D' =° * B ( y-f-G'z-f-D'=o per il a* • 

Ed affinchè siano i espelli va mense paralleli , dev’ 

B B' 

e <f~C' ; 


essere ( § 288 ) 


d* onde si deduce ancora 

•! 


A A / 
B^B' 


Siano xl , y 1 , z 1 , le coordinale de! punto dato - 
Essendo l’equazione del 1. piano 
•Ax-f-By+Cz-j-D — °i quella del 2.", il quale vien 
sottoposto a passare per il punto ( x 1 , y 1 , z r ) a- 
vrà la forma 

A'(j: — x') + li'(y — /')-j-C'(z — 2'),= o j 


ma, per ipotesi, i due piani devono esser paralleli; 
avremo dunque 


A'_A B' B 

C'~C’ C' — c ’ 


onde A’ = 





Da questi valori di A ' , B' , posti nella prece- 
dente equazione , e dalla divisione per C' , risulte- 
rà per la richiesta equazione 


A(x— x')-fB(y— y')+C(z— z')=o , 


in cui i tre primi coefficienti sono li stessi di quel- 
li dell' equazione del piano dato , non essendovi che 
la 2 dall’ origine ( § ^97 ) che sia differente. 

Se il punti? per cui vuò farsi passare il piano pa- 
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rallelo, è l’origine slessa delle coordinate , avremo 
allora , 

x'—o , j'—o , z'—o ; 
e l’ addotta equazione si ridurrà ad 

Ax+B^-f-C2=o. . . . ( Ved. § 397 ). 

3o8 . VI. Quesito. Trovare le equazioni della 
intersecazione comune di due piani. 

Le equazioni dei due piani dati siano 

Ax-f-Bx+Cz+Di=o (1), 

A'jj+By+C'a+D'cso. . . . (a). 

Osserveremo prima che una retla nello spazio è 
così bene determinata dalle equazioni di due piani 
qualunque che la racchiudono , come da quelle del- 
le sue projezioni , equazioni che altro non sono 
( § 384 ) che quelle dei due piani perpendicolari , 
l’uno al piano delle xz, e l’altro al piano delle yz 

Ma può abbisognare , per certi problemi la co- 
gnizione delle equazioni delle projezioni. 

Ora, se si elimina y fra le(i) e (3), 1’ equazio-' 
ne risultante in x , z , apparterrà ad un piano per- 
pendicolare al piano delle xz e che passa per la 
retta ; dunque sarà essa l’equazione della projezione 
della retta sopra il piano delle xz. 

Vale lo stesso raziocinio per la projezione sul pia- 
no delle yz. 

Dall’ effettuare i calcoli , risulterà , 

i.° Per la projezione sul piano delle xz , 

( AB'— BA' )x + ( CB' — BC' ) 1 + DB* — BD'=o 

3.® Per la projezione sul piano delle yz , 

( AB'_BA' ) y + AC' — CA* ) * +AD’ — DA'=o. 

Dall’ eliminazione di z risulterebbe egualmente 
1’ equazione della projezione sul piano delle xy. 
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3og. VII. Quesito. Dati due piani nello spa- 
zio , trova»' l ’ angolo che formano fra loro . 

IJ mezzo , che si presenta a primo aspetto per la 
risoluzione del quesito , consisterebbe nel cercare ; 
l.° Le equazioni delle projezioni dell’ intersecazione 
comune di due piani; o.° l’equazione di un piano 
perpendicolare a questa intersecazione; 3.° quelle del- 
ie traode di questo piano sopra i due piani dati ; 
4-° finalmente , l’angolo formalo da queste tracce. 
Ma si comprende facilmente che questi calcoli , quan- 
tunque eseguibili con i principj già stabiliti , sareb- 
bero assai laboriosi. 

Ecco un’ altro mezzo più semplice e più elegante. 

Supponiamo che le rette OB, OC ( fig. i^5 ) 
rappresentino nello spazio le intersecazioni di due 
piani dati con un terzo che loro sia perpendicolare. 
Se dal punto O s’innalzino le OB% OC', rispet- 
tivamente perpendicolari ai due piani , si vede che 
queste rette saranno situate nel terzo piano BOC di 
cui si fe ora parlato. 

Ora dall’eguaglianza dei due angoli retti BOB', 
COC' , risulta necessariamente B'OC'=BOC; cosichi 
/’ angolo formato da due rette condotte in un 
punto della intersecazione comune di due piani 
perpendicolarmente a questi due piani è eguale 
all ’ angolo che questi due piani fanno fra loro. 

Ciò posto , siano le equazioni dei due piani 

Ax-f-By-[-Cz-|-D=o , A , .r+Bj7'+C'z-f-D , ==0. 

Quelle delle due rette che sono ad essi respetti- 
vamente perpendicolari , qualunque sia la posizione 
di queste rette nello spazio, avranno la forma 

.*=«*+», ì l x=a'z+*' , 1 

7=^+/S. \ \ jr=b'z+P' , S 

avendo ( $ 3^3 ) a , b , a ' , b' per valori 



v_ 


t 


t 
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An A' ■ B' 

, o=£, e« « — qT» 

Ma abbiamo ( § 290) per l’ angolo delle due rette 
aa'-\-bb '+ 1 

. C ° S Vl(a'+b’+i)(a"+b>-+ i)V 
Dunque, sostituendo ad a , a', b , b' , i, loro 
valori , otterremo , a riduzione effettuata , 

' AA'-f BB' + CC' > 

COS V = y~ [ (A’ + I)’-|- C 7 7 TA'’ + B'’ + C' 1 )] 

espressione indipendente da D, D'-, come dev’es- 
sere , attesoché tutti i piani , paralleli ai due piani 
dati , formano fra loro 1’ angolo stesso di questi qui. 

11 radicale , che racchiude questa espressione , ren- 
de il segno di cos V indeterminato , perchè , in 
realtà , i due piani fanno fra loro due angoli , acu- 
to 1’ uno , ottuso 1’ altro ; indeterminazione che và a 
cessare quando già si sappia di quale specie» e 1’ an- 
golo cercato. . < 

Esaminiamo qualche $aso particolare. ’ 

3 io. Se i due piani sono fra loro perpendico- 
lari , essendo cos V=o, avremo da tal condizione 

AA'+BB'+CC'=o , 

i' . 

Suppongansi 1 due piani paralleli fra loro , nel 
qual caso sarà cos V=i ; rendendo cquale all’ unità 
il secondo membro dell’ addotta forinola , e svilup- 
pando , troveremo , a riduzione effettuata , 1 equazione 

(AB ' — BA' )* + ( AC'— CA' )’ + ( BC'— CD - * ) i =o , 

che include necessariamente le condizioni 

AB' — BA'=o , AC'— CA'=o , BC'— CB'=o; cioè 

A A' A A' 

B B ; ’ C-C" * * * * 1 
condizioni già ottenute n. 307. 
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3 i i. Facciamo adesso coincidere uno dei due pia- 
ni con ciascuno dei tre piani coordinati. Otterremo, 
con tal mezzo , i coseni degli angoli che forma un 
piano dato con i piani di projezióne. 

Supponiamo , per esempio , che il secondo piano 
sia il piano delle xy. Siccome la 
4-D'=o deve ridursi a z=o , conviene che sia' 

A'=o, B'=o, D'<=o , 

' * ’ • • *•. 

e che il valore di cos V si riduca a „ 

*» » , * r : r * , • * * ;* 

. c05( ^ ) = r ( A-| ì R.c^ ; 

[ cos ( xy ) , cos ( xz ) , cos (yi ) sona indicazio- 
ni che addottererao per esprimere i cosem degli an- 
goli formati da un piano con i piani coordinali]. 

Con un ragionamento analogo si otterrebbe , per 
gli Strigoli che il p ri ino piano forma coir gli altri 
due piani coordinati , ; - i 


cos (#3)= 


B 


1 


e»>. 

( 3 > 


yr ( A’+B’+tt y ' 

r-s » 1 »‘ 1 *• , i » . t > - 1 ■ 1 • .• » 

! 

Innalzate al quadrato le ( 1 ) , (a) , ( 3 ), c addi- 
zionato , avremo 

cos’ ( xy ) + cos’ ( xz ) -)- cos’ (yz) = 1 , 

relazione analoga alla già trovata ( § 292 ) fra i co- 
séni degli angoli che fa una retta con i tré assi. 

Così , indichiamo con cos ( xy )' , cos ( xz )' , 
cos ( yi )' i coseni degli angoli che un secondo pia- 
no nello spzio fa con i tre piani coordinati; ed avre- 
mo egualmente 

cos ( ,rj ) , ~y-(A ,3 -f-B l ’+ C/ *) ’ 



46 




1 cos W 1 


A' 


KH A'’+B'*+C'*J ’ 


Moltiplicando queste tre espressioni rispettivamen- 
te con quelle di cos (xy) , cos (xz ) , cos (y'z) , ed 
avendo riguardo al valore di cos V , avremo 


cos (xy). cos (xy)' + cos (xz). cos {xz) 1 -f- cos (yz). 
cos (yi)' =cos V. 

Finalmente , se i due piani sono perpendicolari 
fra loro , dovremo avere , . 1 , 

cos {xy). cos (xy)' + cos (xz). cos(xz)'+cos (yz). 
cos (yz)’ = 0 . 

Questi risultali sono tutti utili nel- problema ge- 
nerale della trasformazione delle coordinate in tre 
dimensioni. 

3ia. Vili. Quesito. Trovar l’ angolo di una ret- 
ta e di un piano nello spazio. 

Se da un qualunque punto della retta si cali una 
perpendicolare sopra il piano dato y e si unisca il 
piede di questa perpendicolare con il punto ove la 
retta incontra il piano sappiamo ( t.° a.° §85), 
che la linea di unione è la proiezione della retta 
sopra il piano. Si chiama angolo di una retta e 
di un piano quello che forma la retta con la sua 
projezione sopra il piano. Ciò posto , è evidente 
che quest’ angolo è il complemento di quello che fa 
la stessa retta con la perpendicolare calata sopra il 
piano. . . 

Siano dunque le equazioni della retta data 


x==az , y—bz+p , ed 


Ax-f-B/-f-Cz-|-D=o quella del piano. 
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Le equazioni di una retta perpendicolare a que- 
sto piano avranno la forma 

x=a'z-\-* , y=sb'z+P’ , 
avendo ( § 3o3 ) a ' , b' per valori 
, A „ B 

a C ’ b ~c' 

Ma ; ( § 390 ) , per 1’ angolo di queste due ret« 
te , abbiamo 


cos 


ad -\-bb '-\- 1 


K* [(«•+* + > ) («'’+*'■+ 1 )] 

Dunque , sostituendo ad a\ i', i loro valori , ot- 
terremo , per il seno dell'angolo cercato, 

A a-f-Bi-f-C 


sen V : 


r[(«W) (A’+B-+C a )]' , 
Dalla retta parallela al piano , avendosi sen V=o, 


risulterà 


relazione fissata n.° 3o3. 

3 1 3. Riflessione generale. Tali sono i principi 
con i quali possono risolversi i quesiti di qualunque 
specie relativi alla linea retta ed al piano nello spa- 
zio. Tuttavìa non dobbiamo obbliare che , quantun- 

3 ue alcuni dei risultati già ottenuti siano indipen- 
enti dall’ inclinazione degli assi , pure il loro mag- 
gior numero suppone gli assi rettangolari. Cosichè 
i quesiti ne’ quali si è dovuto valutare o la distanza 
fra due punti , o 1’ angolo di due rette e perciò la 
Condizione di perpendicolarità di due rette o di due 
piani , ci condurrebbero tutti ai risultati molto piò 
complicati nella ipotesi degli assi obliqui. 
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Delle superaci curve , ed in particolare 
delle Superaci del secondo grado. 

■ < > . 

Nozioni Preliminari. 

3 i 4 - Data, la forma e la posizione nello spazio di 
«na superfìcie curva, se, dopo di aver tradotto al- 
gebricamente una delle sue proprietà caratteristiche, 
si giunga alla relazione F ( x , y , z ) = o fra le 
coordinale di ciascuno de’ suoi punti , questa equa- 
zione prende il nome di equazione della superfì- 
cie , e la determina completamente ; poiché , pren- 
dendo valori arbitrarj per due delle variabili , si de- 
duce dalla equazione uno o più valori della terza va- 
riabile; ed il punto corrispondente a ciascun siste- 
ma di coordinate si trova necessariamente sopra la 
superficie, poiché, per ipotesi , l’equazione convie- 
ne a tutti i punti, c non conviene che ai punti di 
questa superficie. •» 

3i5. Reciprocamente , ogni equazione 

.. _F ( x, y , z) = o. . . (i) , . 

dalle di cui variabili x , y , z , vengono espres- 
se le distanze da tre piani rettangolari o obbii- 
qni , riguardate parallelamente alle intersecazioni di 
questi piani , ha per luogo geometrica una certa 
superficie , la di cui natura e forma dipendono dal 
la maniera con cui le variabili sono combinate fra 
loro e coti altre qu ani ila costanti, date a priori. 

Per dimostrare a rigore questa seconda proposi- 
zione y esaminiamo una seconda equazione 

F ' (•*, 7, z )==o. • . . (a) 

c rintracciamo il luogo di tutti i punti, le coordi- 
nale dei (piali verificano ad un tempo lc(i) e (2). 

Primieramente eliminando, fra (jjiestc , una del- 
le tre variabili , per es. y la risultante 
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/(*./)«* ( 3 ) 

esprimerà una certa relazione fra le coordinate dei 
punti situati nel piano delle xz , cd apparterrà , in 
qpnségueriza ( § 284 ) > ad uua linea curva situata 
in questo piano. Ma , imagi nando che dai diversi 
punti di questa curva vengano condotte delle per- 
pendicolari al piano delle xz , si formerà , nello spa- 
zio, una superficie ( chiamata superficie cilindrica ) 
per ciascun punto della quale le x e le z sono le 
stesse che quelle della curva ; perciò la ( 3 ) convie- 
ne egualmente a tutti i punti di questa superficie , 
e non può convenire che a questi punti. 

Similmente , 1 * equazione.,. . fi (y , z}=so... ( 4 ), 
che risulta dalla eliminazione di x fra le (t)e (a), 
caratterizza tutti i punti di una superficie cilindri- 
ca , le di cui direttrici sono perpendicolari al pia- 
no delle yz , e che ha per base la curva rappre- 
sentata dalla ( 4 ). 

Siegue di qui che il sistema delle equazioni ( 3 ) e 
( 4 ), il quale può sostituirsi a quello delle equazioni (1) 
e (2) , appartiene a lutti i punti che si trovano ,nel 
tempo stesso sopra le due superfici cilindriche , e, 
perciò , alla loro intersecazione comune che , in ge- 
nerale , è uria linea curva. Dunque anche il luogo 
dei punti, le di cui coordinate soddisfino nel tempo 
stesso alle equazioni (1) e (3), è una linea ; ciò che 
esige che i luoghi geometrici di queste equazioni 
siano delle superfici , e non dei solidi , come a 
primo aspetto potrebbe uno idearsi. 

Dobbiamo osservare bensì che , se la ( r ) , oltre 
le variabili x, y, z, contenesse una o più indeter- 
minate , questa equazione ci fornirebbe altrettante 
superfici differenti quanti valori potrebbero darsi al- 
le indeterminate ; così che , in tal caso , il luogo 
geometrico sarebbe la riunione di una infinità di su- 
perfici , o di strati infinitamente sottili , che allora, 
propriamente parlando , formerebbero un solido. 

* T. FI. ' 4 




So 

316. Suppongasi ora clic tre equazioni 

F ( x , jr , z )=o , F' {x , / , z)=o, F"(J?, ;)=o, 

esistano nel tempo stesso per differenti punti. , 

Siccome le due prime caratterizzano lutti i punti 
della linea d’ intersecazione delle stiperfici espresse 
da queste equazioni , e la prima e ia terza caratte- 
rizzano la linea d' intersecazione delle superllci che 
loro appartiene , ne siegue che le tre equazioni con- 
venghino ai punti ove queste linee s’ incontrano , 
cioè , a quelli che si trovano simultaneamente sopra 
le tre superfici, e si otterranno le coordinate di questi 
punti eliminando x , y , z , fra le proposte equazio- 
ni. Il numero dei punti comuni è eguale al numero 
dei sistemi dei valori leali di x y y , s , atti a veri- 
ficare queste equazioni simultaneamente'. 

317 . Potremo concludere dalle precedenti rifles- 
sioni , 

i.° Che una sola equazione fra tre variabili x , 
y,z, determina analiticamente una superficie; 

a. 0 Che il sistema di due equazioni in x , y , z f 
caratterizza una linea curva rappresentata ordinariii- 
mente sotto il nome di curva a doppia curvatura 
( quasi fosse della natura deli’ una e dell* altrh su- 
perficie rappresentate dàlie due equazioni ). 

Questa stessa curva resta ancora determinata d fi- 
le equazioni di due delle sue projezioni ; e queite 
sono ( § 3i5 ) le equazioni che ottengonsi eliminan- 
do successivamente y ed x fra le proposte equazioni : 

3.* Che il sistema di tre equazioni in x, y, s, 
Sssa la posizione di un certo numero di punti nel* 
lo spazio; cosi che non è sempre necessario che si 
assegnino esplicitamente le coordinate di questi pun- 
ti , ma bensì le equazioni di tre superfici sopra le 
quali essi si trovano situati. 

Stabilite quéste prime nozioni , occupiamoci della 
risoluzione di un problema analogo a quello per il 
quale fu fatta precedere la teoria delle curve di se- 


M. r 
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concio grado ; è questo della trasformazione delle 
coordinate a tre dimensioni. 

§ I. Trasformatione delle Coordinale 
nello spazio. 

3 i 8 . Data V equazione di una superfìcie curva 
riferita ad assi rettangolari o obliqui , debba de- 
terminarsi l’ equazione di questa stessa superficie 
riferita a nuovi assi colla stessa origine o con. 
origine differente. 

Per risolvere tal quesito , dobbiamo procurare di 
esprimere le primitive ' ordinate x, y, z, in fun- 
zioni delle nuove x' , f , z l ; e pò* , sostituendo 
questi valori nella primiera equazione , otterremo 
P equazione richiesta. 

Ora , qualunque siasi il metodo che si adopra , 
si conosce facilmente a priori che i valori di x , 
y > * in' x' , y , z' , sono di primo grado e che 
hanno la forma 


x==mx'-jrm'r 
yt=nx' -j-n'y' -\-n H z+b , 
z=px' +p‘f +p"z'+c 




ro- 


in fatti , devono essere valori tali , che , applican- 
doli al piano , non cessi 1’ equazione di questa su- 
perficie ( § 296 ) di essere di primo grado ; ciò clic 
non avrebbe luogo nel caso che qualchuna delle va- ^ 
riabili x l , y" , fosse elevata alla 2* , 3‘ potenza . 

Non prenderemo a determinare le costanti m , 
m r , .. . , n , ri ... , nel caso della maggior 
generalità ; perchè le forme sono di poco uso ; ci 
limiteremo in vece ai seguenti casi. 

319 i.° CASO. Passare da un sistema di coor- 
dinate rettangolari o oblique ad un sistema di 
coordinate parallele , di differente origine. 

Siano AX , AY , AZ (fig. 176) gli assi primitivi; 
ed A' X' , A'Y' , A'Z' i nuovi , che supponiamo 
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paralleli ai primi, e prolungati fino al loro incon- 
tro con i piani delle yz , xz , xy ; le parti A'B , 
A'G , A'D , rappresentano le coordinale della nuova 
origine A 1 riferita agli assi primitivi. Se da un qua- 
lunque punto M della superficie condurremo le coor- 
dinate MP , MQ , MR , queste relle traverseranno 
i piani y’z’ , x’z’ , x 1 y 1 nei punti P' , Q' , R'; ed 

avremo WP=jc , MQ==y , MR=z , e poi 
MP'=x' , MQ's=y r i MR >=z>, e 

P / P=A'B=a , Q'Q=A’C=6 , R'R=A'D=c ; 
d’ onde le relazioni 

zc=x’-f-a, y=y’-j-b, 

Tali sono le forinole per mezzo delle quali si 
passa da un qualunque sistema di coordinate ad un 
sistema di parallele. 

I segni delle Quantità a, b , c, fanno conoscere 
( § 276 ) in' quale degli otto angoli solidi formati 
dai tre assi primitivi , Si" (rovi la nuova origine. 

N. B. In tutto ciò che siegue supporremo che 
1’ origine resti la stessa , poiché , se fosse diversa , 
converrebbe incominciare dal trasportare gli assi pa- 
rallelamente a loro stessi colle forinole addotte , e 
poi dovrebbe cangiarsi la direzione degli assi attor- 
, no della nuova origine. 

3 ao. 2. 0 CASO. Passare da un sistema ret- 
tangolare ad un sistema obliquo colla stessa 
origine. 

li metodo di cui ci prevarremo per ottenere le 
forinole relative a questo nuovo caso, è fondato sul- 
la seguente proposizione. 

Siano LL' , KK' (fig. 177) due rette indefinite 
situate o non situale in un medesimo piano. Calia- 
mo da due punti A , B , della prima retta le A a , 
B h perpendicolari sopra lo seconda , la parte ab 
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di questa seconda retta è la projezione di AB sopra 
KK' ( t° t° § 85 ). Ciò posto , dovremo avere ab 
=AB cos o , indicando v 1* angolo che le due rette 
LL' , KK 7 fanno fra loro- 

in fatti , conducansi per i punti A, B, due pia- 
ni MN , PQ perpendicolari a KK' ; questi piani con- 
tengono le due perpendicolari A« > B£ già abbassate. 

Dal punto A guidiamo poi Al perpendicolare so- 
pra il piano PQ , ed uniamo il punto Bcou il punto 
I ove questa perpendicolare incontra PQ ; il trian- 
golo AlB è rettangolo in I , e ci dà ( t° 3° § ia3 ) 

Al=AB cos bai. 

Ma Al=sab , come parti delle parallele comprese da 
piani paralleli ; e altronde P angolo BAI non è che 
i’ angolo delle due rette LL', KK 1 '. Dunque finalmente 

ab = AB cos t> ; 

cioè , la projezione di una retta sopra un ’ altra 
è eguale al prodotto della retta moltiplicata per 
il coseno dell’ angolo che essa forma con la sua 
projezione. 

Applichiamo questo risultato al proposto quesito. 

Siano AX , AI , AZ (fig. < 78 ) tre assi rettango- 
lari ; AX', AY\ AZ' tre assi obliqui. Da un qua- 
lunque punto M della superficie guidiamo le primi- 
tive coordinate MP, PQ, AQ , e le nuove MP' , 
P'Q' . AQ'; poi dai punti M, P' , Q’ , concepia- 
mo tre piani perpendicolari ad AX. È evidente che 
il piano guidato dal punto M taglia AX nel punto 
P , poiché si confonde coni! piano MPQ. In quanto 
agli altri due, siano p' , f , i loro punti d’incon- 
tro con AX. 

Risulta da questa costruzione che la distanza AQ, 
o x , si compone di tre parti A q ' , p’q ' , p'Q t c ] ie 
possono riguardarsi come le proiezioni rispettive del- 
le coordinale AQ' , P'Q', MP', ossia x' , y' , z' , 
sopra l’asse delle x. Dunque, indicando con 


' ’N 


{y*, x), (z 1 , x ) gli angoli cbc i nuovi assi for- 
mano con il primitivo asse della x , avremo , atte- 
so il precedente teorema , 

x=x’cos( x\ x) + y r cos(y’, x)-f-z' cos(*’, ar). 

Concepiamo adesso che siansi projettate in egual 
modo le coordinate x' , y' , z' , sopra ciascuno dei 
due assi delle y e delle z , e , prevalendoci delle 
indicazioni analoghe alle precedenti , otterremo egual- 
mente 

y=x’ cos (x* ,jr)+y cos O', jr) -f='cos (z',y , 

ZS^X'cOS^x’, Z )-j- y' COS (y, Z ) COS ( s ' , Z ). 

Le nove costanti , che entrano in queste tre for- 
inole, sono altronde collcgate fra loro ( § 292 ) dal- 
le relazioni 

cos'ex’ , x)-\-cos'(x ì , i y)+cos’(x’ , z) = I , 

cos*^' , ar)+cos*(j' , 7)+cos*(/ , z) = 1 , 

cos’(z' , •r)+cos\z' , j)+cos'(z' , z) s= 1. 

3 ai. 3 .° Caso. Passare da un sistema rettan~ 
golare ad un\ altro rettangolare della stessa ori- 
gine. 

Le formolo sono come quelle del caso preceden- 
te ; ma conviene aggiungere alle relazioni già stabi- 
lite fra i coseni , quelle che esprimono ( § § 391 
e 393 ) che i nuovi assi sono perpendicolari due a 
due ; ciò che ci dà , per il numero citato , 

cos(x' , •r)cos(y f , •r^cos^ , _y)cos(y', y)+cos 
(•*' , z)cos(y' , z) = o , 

cos(x' , x)cos(z 7 , x)+cos(x‘, y)cos(z' , y)+cos* 
(x 1 , z)cos(z / , z) = o , 

cos (jr* , x)cos (z* , x)+cos(,r' , j-)cos(z' , y)+cos 
0' , ^)cos(z' , z) = o. 

Si vede dunque che le costanti , che entrano nel- 
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le forinole relative al caso attuale , sono connesse 
fra loro da sei differenti relazioni; d’onde siegue 
che fra questi nove coseni, non ve. ne siano che tre 
de* quali possa disporsi ad arbitrio. 

Esistono, in fatti, altre formole atte a far pas- 
sare da un sistema rettangolare ad un altro della 
stessa specie , e nelle quali non si fanno entrare in 
considerazione che tre costanti , cioè : 

i.° L’ angolo che la traccia del piano x ' , y’ , 
sopra il piano delle xy forma con il primitivo asse 
delle x ; 

2. 0 L’ angolo elio fanno fra loro il piano delle 
x’jr' e quello delle xy ; 

3 .° Finalmente l’angolo che fa l’asse delle x 1 
con la traccia di cui parliamo’ 

Si scorge facilmente che bastano questi dati per 
fissare la posizione dei tre nuovi assi , ràpporto ai 
primitivi ; ma queste formole essendo assai compli- 
cate e poco simetriche , noi rimettiamo la loro de- 
terminazione al tona. II. num.” i *° della Corrispon- 
denza delle scuole Politechniche , opera in cui ab- 
biamo egualmente desunto il metodo adottato negli 
ultimi due casi delia trasformazione delle coordi-t 
nate. 

Casi particolari del precedente. 

S v • » 

323 . Potremo , conservando uno dei primitivi as- 
si ; per es. quello delle z , variare la direzione de- 
gli altri due nel piano delle xy. 

In questo caso, avremo evidentemente (fig. 179) 

cos(y* , x)— cos[ 1 oo°+(.r 7 , x)]= — sen(j? ; , x) , 
eos(z' , x)=o , 

eos(x' , xO—sen^ 1 , x), cos(j" , y)=cos(x' , x) , 
cos(V , y)=o , 

eos(x' , *)=o , cos(y* , z)=o , cos(z' , =)=i ; 


/ 
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ciò che ci dà per le forinole corrispondenti , 
x — x'cos(x' , or) — •y 1 sen(y l , x ) , 
y=x'sen(x ì , x)+y'ccs(y', x) , 


Le due prime sono iudentiche con quella del n. 
92 , poiché in realtà tutto si riduce qui ad una 
remplice trasformazione di coordinate a due dimen- 
sioni. 


3 a 3 . Vedremo in seguito clic , per discutere una 
superficie curva di posizione determinata* per mez- 
zo di un’equazione F(x , y , z]=o fra coordinate 
rettangolari, convien determinare le intersecazioni di 
questa superficie con dei piani condotti sotto differen- 
ti inclinazioni. Ora, combinando l’equazione F(x, 
y , z' / z=o con quella di un piano , 


Ax + By + Cz -f D=o , 

eliminando una delle variabili , per esempio s , ot- 
terremo un’equazione F^or , y)=o , che rappresen- 
ta ( § 3 o 8 ) la projezione della curva d’ interseca- 
zione sopra il piano delle xy , ma che , in genera- 
le , nulla ci dice della stessa curva, Per conoscerne 
la natura , converrebbe procurarsene 1' equazione nel 
piano dato , ciò che facilmente si ottiene con la se- 
guente trasformazione. 

Prendiamo per piano delle x'y ’ il piano di cui 
ri richiede l’intersecazione con la superficie ; per as- 
se delle x' la traccia AC ( fig. 180 ) di questo 
piano sopra quello delle xy ; 1' asse delle y 1 è al- 
lora una perpendicolare AD condotta a questa trac- 
cia nel piano secante , e 1’ asse delle z' una per- 
pendicolare il questo piano. Chiamiamo poi ^ l’an- 
golo CAX , 6 l’angolo che forma il piano secante, 
o il piano del'e x'y’ con quello delle xy. 

Questi due angoli , la di cui cognizione basta per 


fissare la posizione dei tre nuovi assi , possono es- 
ser dati a priori , ovvero possono fa* ilmente otte- 
nersi dall’ equazione 

Ax + By + Cz+ D = o. 


Avremo primieramente ( § 3n ) per l'angolo 0» 


C 

COS0 — 

In quanto all’ angolo f , siccome l’ equazione del- 
la traccia del piano sopra quello delle xy e 


Aar+Byf D s=o, 


ne siegue che — -■ esprime il valore di tang 


Ciò posto , per riferire la superficie curva al 
nuovo sistema di assi , avendosi le formole già fis- 
sate n. 321 , basterebbe sostituirle nella equazione 
F(«, y, z)=o. Ma siccome il nostro scopo è di tro- 
vare T intersecazione della superficie con il piano 
delle x f y’, converrebbe far poi z> =o nell’equazio- 
ne trasformata ; ciò che riducesi , come è chiarOj a 
stabilir subito s‘= o nelle formole del n. 321 , le 
quali con ciò si riducono a 

.r = .r J cos(.z' , x)+y'cos(y', jt) , 


yisrx'cos^' , y)+y'cos(y' , y) , 
z—x 1 cos {x 1 , Zj+y'cos^ 1 , *) ; 
ed a portare questi valori nella equazione 
F(* , y , *)=o- 

Ma ci rimane ancora di esprimere le costanti , 
che entrano in queste formole , in funzione dei so- 
li dati nccessarii <n e 0. 

A tale oggetto, riguardiamo 1’ origine A come il 
centro di una sfera le di cui intersecazioni con i 


qual volta Vorremo determinare la natura della in- 
tersecazione di una superficie curva con un piano 
qualunque. Esse non sono che un caso particolare 
delle formole delle quali abbiamo parlalo (§ 3ai). 

3a4- Osservazionp . Nelle precedenti trasforma- 
zioni abbiamo supposto che l’ origine fosse la stes- 
sa. Che se fosse altrimenti , converrebbe ( § 3ig ) 
introdurre nei secondi membri di tutte le formole 
le quantità a , b , c , che esprimono le coordinate 
della nuova origine riferita agli assi primitivi. 

325. Daremo fine a questo paragrafo colla tras- 
formazione delle coordinate ortogonali in coordinate 
polari ( Ved. § 2 i 5 ). 

Sia O (fig. 181 ) un punto chiamato polo di posi- 
zione data nello spazio per mezzo delle sue coordi- 
nate a , b , c , ovvero AC * CB . OB , riferite ai 
tre assi rettangolari AX, AY , AZ , OM=r, mi 
raggio vettore , cioè una linea condotta da questo 
punto fisso ad un qualunque punto di una superficie 
curva , F(m, y , z)=o , rappresentando x, y t z, 
le coordinate AQ , PQ , MP di quest’ ultimo punto 
riferito allì stessi assi. 

Indichiamo poi con (r , x) , (/• , y) , (r , z) , 
gli angoli che forma il raggio vettore OM con cia- 
scuno dei tre assi. 

Avremo evidentemente dalla figura 

AQ o ar=AC-j-CQ=a-l-CQ ; ma (t.° 3.° 126 ) 

CQ=OM.cos (r , ar) = rcos (r , x) ; dunque 
x=a-\-r cps (r, x) . . ( 1 ). 

Così , per le altre coordi nate , si otterrebbe 
y=5-frcos(r, jr) ... ( 3 ), 
z=c+rcos(r, z) . . . (3). 

I valori di x , y , ’z , sostituiti nell’equazione 
della superficie , ci daranno una relazione fra il 
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raggio vettore r é gli angoli che questo raggio vet- 
tore for ma con i tre assi ; questa equazione è quel- 
la che si chiama equazione polare della super- 
ficie. 

N. B. Gli angoli (r , x) , (r , jr)~, (r , z) so- 
no, come si è veduto ( tj 392 ) legati fra loro dal- 
la relazione 

cos’(r , jr)+cos’(r , y)+cos’(/- , z) — i. 

3 26. Alle forinole (1) , (2) , ( 3 ) possono sosti- 
tuirsene delle altre che non contenghino che due 
angoli indipendenti l'uno dall’altro cioè, l'angolo 
0 die forma il raggio OM con la proiezione BP so- 
pra il piano delle xy , e 1’ ang. formato da que- 
sta projezione con l’asse delle x. 

In fatti , guidiamo OH parallela a BP , e BR 
parallela ad AX; ed avremo ad evidenza 

AQ=rt+BR , QP==&+RP, MP=c-f-,MH ; ma 
BR=BPcos a>=OHcos £ = r cos 0 cos $ , 
RP=BPsen^=OH sen <p =^r cos 0 scn 
MH=OM sen MOH = r^n 0 ; dunque 
AQ , o .r = a-|-rcos 0 cos f , 

QP, o y = b-\-r cos 0;s«n * > 

" r MP, o e = <?+ rsèn fi. ' 

§. II. Diversi generi di Superaci- 

Benché questo nostro capitolo abbia pei- principa- 
le scopo 1* esposizione della teoria delle superfici di 
secondo grado , cioè di quelle espresse dalle equa- 
zioni di secondo grado , a tre veriabili ; pure cre- 
diamo di dover discendere in alcuni dettagli so- 
pra certe superfici alle quali siamo bene spesso con- 
dotti dalla risoluzione dei problemi indeterminati a 
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tre dimensioni, giacche, nel discutere l’ equazione 
generale di secondo grado , avremo occasione , d’in- 
contrarci con i caratteri che convengono a queste 
sorti di superfici., 

Della superficie ■ sferica , e del piano 
tangente a questa superficie. 

■ • . 

337. In Geometria si chiama Superficie sferica 
quella ' i di cui punti sono tutti ad egual distan- 
za da uno stesso punto , chiamato cent*o della 
superficie ( t.° § 97 ).V 

Questa proprietà caratteristica può essere facil- 
mente espressa dall’ analisi. In fatti, siano, se , y, 
z , le coordinate di un qualunque punto della su- 
perficie , « , p , y , quelle del centro ; ed r la di- 
stanza costante , ossia il raggio della sfera. 

Avremo ( § 381 ) , per ì’ equazione della super- 
ficie , 

(x-xy+(jr—py+(z—y)' — 7 - . . . ( 1 ) 

per gli assi rettangolari ; e per gli assi obliqui ( § 
282 ) 

(x— •)'+(?— /3)’+(z— y)* | 

+a(*— «)(y— P).cos(x , r) I a ^ . 

-f-a(ar — *)(y — t').cos(jt , z) f 

+3(y— - /S)(s — y).cos(y, z) I 

ma per questa forma complicata è la *(2) di poco 
uso. 

Casi particolari. Quando sia nel centro 1’ origi- 
ne , le coordinate », p , y , sono nulle , e riducesi 
1’ equazione alla 

a? +jr' + a’c=r. . . (3) , 

che è più frequentemente impiegata. * 
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Il centro può assare situalo , o sopra uno dei pia- 
ni coordinali , o sopra uno degli assi. 

Supponiamolo , per esempio , sopra il piano delle 
xy , nel qual caso avremo jr—o , e l’ equazione 
diverrà 

( ±— x )' + (/— P )* + z'=r'. . . ( 4 ). 

Ammettiamo ancora che il centro , si trovi sopra 
1 ' asse delle x , ed avendosi da ciò P=o , V—o , 
ne risulterà 


( X— * )* +y + 



3 28. Lo sviluppo della (1) ci dà un risultato 
della forma 


x 1 +/’ + 2 ’ + Aar+By+Cz-j-D=o- • . (6). 


Reciprocamente , qualunque equazione eon que- 
sta forma , essendo rettangolari gli assi , rappresenta 
la superficie di una sfera , le di cui coordinate del 
centro sono 



ed ha per raggio 

, A’-f B’+C' — D 
r=r ( 

La dimostrazione di questa reciproca si rende inu- 
tile essendo del tutto uniforme a quella del § 47 - 
339. Pe§ determinare la natura della interseca- 
zione di una sfera con un piano , basta ( § 3 a 3 ) 
combinare l'equazione H~_y 1 -t* con le forinole 


ir=x' cos « + y* sen ® cos 0 -|- a , 

y=x' sen — jr 1 cos ai cos 0 -j- b , * 

z=y sen 0 + c ; • 

e la risultante in x' , jr 1 apparterrà alla curva d’ in- 
tersecazione. 
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Ora, sostituendo nella i.* ad x , y , z , i loro 
valori , si scorge : 1 .° che il coefficiente di x' jr' è 
eguale a o: a.° che i coefficienti di x'* , y ,% sono 
eguali all’ unità ; cosichè ( § 47 ) questa equazione 
è quellS di una circonferenza del cerchio. 

33 o. Facciamoci ora a rinti^tcciare I’ equazione dei 
piano tangente alla sfera , in un punto ( x' ,y\z' ) di 
questa superficie riferita ad assi rettangolari. 

Supponiamo che 1 ’ equazione della sfera sia 


(x-*)’+(j— £)’+(*— V )’=/•■. . . (r), 

e che quella dei piano sottoposto a passare per il 
punto x' , y 1 , a' ; e sia ( § 3 oo ) 

A(x — + J l )+G ( z — z f )==o... (a). 

Sappiamo già ( t.° a.° § 97 ) che il piano fan-, 
gente alla sfera è perpendicolare al raggio che pas- 
sa per il punto di contatto. Dopo ciò , essendo l’equa- 
zione del raggio ( § 28 7 ) 

* )■ < »-»'). 
le relazioni A=aC , TS=bc ( $ 3 o 3 ) ci daranno 


A= 


x’ 


C, — -. C; 


z‘ — y z - - 

onde , sostituendo nella (2) e dividendo per C , 


(x'—*)(x—x')+(y'—(S)(y—y l )+{z , -y)(z r y)=o. .( 3 ). 

E sotto questa prima forma può rappresentars 1 
1’ equazione del piano tangente. 

Ma può riceverne un* altra dipendente dalla re-j ' 
lazione 

( x— * ) J + ( y’—p ) 2 + ( z’—y )’ = r a , 

che esprime trovarsi sopra la sfera il punto (x',y , ,z'). 
In fatti , questa relazione si riduce alla 

(xt— *) + (y / 3 )(y /3)+(z'-y )(z'— y)=/ * ; 


i 
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«he, addizionata coll* equazione ( 3 ), ci di 
(x'— *)(x— *)+(y + {z>-yYz-y)=r'- ( 4 ). 

risultato che non diversifica dall’ equazione della sfe- 
ra se non per i quadrati (x — a) 2 , (y — P)‘>K Z — y)’» 
ossia ( x— * ) '( x— a) , (j—p ) ( y — /3 ), ( z—y ) 
( z—y ) , che vengono rimpiazzati dai rettangoli 
( x'—tx. ) ( x—a ), ( y 1 — 0 ) ( y— ? ), . . . 

Se T origine sarà nel centto stesso della sfera, 
avremo 

*=*o , 0=o , 7=0 , c la (4) si ridurrà alla 
x'x-\-y’y+z'z = r’ 

equazione la più addottala nelle applicazioni. 

Della Superici cilindriche. 

33 r. Con tal denominazione abbiamo intesa, (t.° a.° 
§ 98 ) qualunque superficie generata da una ret- 
ta , che si muove parallelamente alla posizione di 
un’ altra retta data attorno ad una certa curva 
chiamata la direttrice della, superficie ; e la retta 
mobile vien detta generatrice. 

Per esprimere questo carattere generale coll’ ana- 
lisi ; siano le equazioni della generatrice riguardata 
in qualunque pdsizione 

x=as-f-« , y — bi - (- 0 ; 

e le equazioni della curva che serve di direttrice 

F ( x , r » * ) o , F> ( x , y , 1 ) = o. 

Poiché la generatrice, movendoci , si conserva pa- 
rallela a se stessa , ne siegue ( § 288 ) che le quan- 
tità a , b , restino le stesse per tutte le posizioni del- 
la generatrice; ma le quantità a, /3 , che ( § 302) 
esprimono le x ed y del punto ove la generatrice 
incontra il piano delle xy , sono costanti per tutti 
i puuti di una stessa posizione della generatrice, e 
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variano quando la gcneratrico passa da una a d 
un’ altra posizione. Deve dunque necessariamente 

esistere una certa relazione fra queste quantità a, 
fi , o fra le loro corrispondenti x — az , y — bz , 
poiché sono esse costanti insieme , e variabili in- 
sieme. 

Per giungere a questa relazione , osserviamo che, 
dovendo la generatrice in tulle le sue posizioni in- 
contrare la curva che serve per direttrice , le equa- 
zioni di questa curva e quelle della generatrice de- 
vono esistere simultaneamente per i punti d’ intera 
secazionc ; e siccome sono esse quattro in nume- 
ro, dall’ eliminare le coordinate x , y, s, per- 
verremo ad un’ equazione fra a, fi, e le quantità 
cognite , c questa sarà .appunto la relazione cercata.' 

Questa relazione , che potremo rappresentare ia 
generale con /(a, fi), ovvero fi =» f (a), diver- 
rà , sostituendo ad « c fi i loro valori x — az , 
J— ** » 

/( x—az , y -l- ) -o , o y—bz =/( x—az ).; 

*Per fissare le idee , proponiamoci di trovare l’ c- 
quazione del cilindro obliquo a base c ir colar e. 

Siano x * ±r ‘= l r‘ c z=o. . . (i) 

le equazioni del cerchio ciré deve servire di diret- 
trice , e che supponiamo, per maggior semplici- 
tà , situato nel piano delle xy , trovandosi altron- 
de il centro nell’ origine. 

he equazioni generali della generatrice sono 
sempre 

x — az — a . , y — bz z= fi. . . (3). 

Ora , per esprimere che la generatrice in tutte 
le sue posizioni incontra il cerchio, conviee com- 
binare fra loro le quattro equazioni (1) e (a). 

In prima , dall’ ipotesi z=o , introdotta nelle 
(l), abbiamo #=*, y = A i 

T. VI. , 5 ‘ 
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e , sostituendo questi valori nella prima delle (i), 

«*+r=r\ • ^ • (3) ; 

e questa è la relazione. ehe lega fra loro le quan- 
tità «,'/3, che abbiamo riconosciuto che devono 
essere costanti insieme , e variabili insieme. 

Se adesso sostituiremo ad a . , /3 , i loro valori 
x — az , y~bz nella (3) , otterremo 

(x-azy + (y-bz )* = r*, 

per l'equazione del cilindro obliquo a base circolare. 

33a. Potremo conoscere, a posteriori , che qua- 
lunque equazione della forma 

y — bz—f ( x az ). • . • (0 

appartiene ad una superficie composta di un’ infi- 
nità di linee rette parallele fra loro , ciò che ca- 
ratterizza la superficie cilipdrica. 

In fatti , venga segata questa superficie da un 
piano che abbia per equazione x—az = k ; 
ne risulta necessariamente 

4 y — bz =f («) = consf. — l. 

È di qui che la linea d’ intersecazione della su- 
perficie con il piano x — <tz=k si trova sopra un’ al- 
tro piano y — bz z=.l ; dunque questa intersecazione 
è una linea retta. 

Consideriamo adesso una serie di altri piani. 

X— ■az=k' , x— as=k" , x — az= k'" , . . . 

paralleli ai primi , e che taglino la superficie. 

L’ equazione diviene successivamente 

.J-bz = V , y-bz=:V ' , y-bz^V" , . . ; 

cioè le» intersecazioni della superficie con i piani 
paralleli al piano x—az= k , si trovano situate nei 
piani paralleli al piano y — bz = l. 

E perciò, tutte queste intersecazioni sono linee 
rette parallele a quella che ha per equazioni 
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.r— az=k e j — bz=l. 

r Diremo , con più generalità che ogni equazione 
delia forma 

Mir+N r +P«=F*(Ax+B r +Cz)... (i), 

riguardo alla quale la jr—bz =f ( x — az ) non è 
che un caso particolare, appartiene ad una super- 
ficie cilindrica. 

In fatti , tagliando la superficie con una serie di 
piani paralleli fra loro , e che abbiano per equazioni 

Ax-f-B/+Cz=D , D', D", D'", .... 

la (i) diviene , per ogni valore di D , D' , D",... 

Mx+N r +Ps=Q , Q' , Q" , Q'" , , 

Onde le linee d’ intersecazione si trovano sopra 
un’ altra serie di piani paralleli fra loro , e sono, 
per ciò , rette parallele fra loro. 

Ci occorrerà in seguito di riprendere questo ca- 
rattere generale delle superfici cilindriche. 

Superfici coniche. '■ J 

533. Trovare V equazione generale delle Su- 
perfici Coniche, cioè, esprimere coll’analisi che 
una superficie è generata dal moto di una retta 
che passa costantemente per un punto dato , chia- 
mato Centro della superficie , e che è costretta a 
muoversi attorno di una curva che ha una posi- 
zione data nello spazio ; questa curva si chiama 
direttrice , e la retta mobile dicesi generatrice. 

Siano x' , y\ z' le cpordinate del centro della 
superficie, e ' 

F( *» r» s ) t =°» F' (x , y, z)=o. . . (i) 

le equazioni della direttrice. 

Quelle della generatrice avranno la forma (§ a8 7) 
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x — x'=a (z—z ), y—y'=b( z — z' ). . . (2) 

Osserviamo adesso che , per qualunque superfi- 
cie cognita, quando il punto x,y, z, cangia po- 
sizione , senza clic venga a cambiare la posizione 
stessa della generatrice, le quantità 

x — x' r — y' . 

a e 6, 0 le loro eguali - — -7-, - — y, sono co- 

stanti , ma variano ambedue se il punto passa da 
una ad un’ altra generatrice. Dunque queste quan- 
tità , che sono insieme e costanti e variabili , di- 
pendono, in un certo modo, 1 ’ una dall’altra. 

Per ottenere questa relazione, basta (§ 33 r ) 
combinare fra loro le (i; e (a) , le quali, essen- 
do quattro in numero , ci conducono , mediante 
V eliminazione di x , y , z , ad un’ equazione di 
condizione fra a e b. - • 

Dal sostituire in questa equazione , in luogo di 

J£ - OQ* y - -V* * 

queste ultima quantità , i loro valori r , J 

i z — Z Z 3 


otterremo in fine , per 1 ’ equazione dell/ superfi- 
cie conica , i 




fi — 


Z 1 ’ Z- 


0 , o 


’/( ^ )• 


334. Prendiamo , per esempio , il cono obliquo 
a base circolare , c supponiamo che, essendo situa- 
ta la base nel piano delle xy , il centro di que- 
sta base sia nella origine , nel qual caso avremo, 
per le equazioni della direttrice , 


ar’+y* = r* , z c = jo..... (1). 
Combiniamole con quelle della generatrice, cioè : 

x— x'—a ( z' ) , r—y'=?> ( z — z ')- • * • ( 2 )* 
Ora, l’ipotesi z—o t introdotta nelle (2), ci dà 
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x=x'-az ' , y—y'—bz' ; 
onde , sostituendo nella prima delle equazioni (i), 
( x'—az' )‘ + (/— bz' Y = r*j 

e questa è P equazione di condizione che deve e- 
sistere fra le quantità a , b , nel tempo stesso che 
le equazioni ( 2 ) della generatrice. 

x — x' y — j ' 

Sostituendo ad 8, b i loro valori z _ z < > 2 _ t » _ 

otterremo per l’equazione richiesta . 

[ ) -a' ( ) 3 * + [y'( z-z' ) 

-*'Cr-y' )■]’ ==r * )*• 

JNél caso del cono retto , cioè, quando il cen- 
tro del cono si trova sull’asse delle z, avremo 
nel tempo stesso x'z=o , y'—o , f la precèdente 
equazione si ridurrà a > 

z'*x'+z'y‘=:r' ( m-z' y. * 


*" Potremmo ora , combinando questa equazione col- 
le formole del n.° 323 , ottenere i varj generi d’in- 
tersecazione della superficie conica con un piano; 
ma non ci arresteremo sopra una discussione già 
esposta con altro metodo. 

335 .* Reciprocamente , ogni equazione a. tre va- 
riabili ha la forma 


x—x' r — y w 
z — z' 1 t — z' 5 


,x—x 


Z—Z V t-p-i' ' W 


(rappresentando x' , y' , *' le coordinate di un 
punto fisso nello spazio ) , caratterizza una super- 
ficie conica . 

Infatti , tagliamo la superficie con una serie d i 
piani che abbiano |>er equazioni 
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-r — x 


CC——X 

— k - - — V' 

' * * * - ’ 


X—X'_ 
*_ 2 ' ” ’ 


Siccome l’equazione (i) diviene allora 

r— y , r— / _ y— r' _ 

*_*' — *» ~z ~- 1 » Z-J~~ ’ * * • * 


ne siegue che le rette d’intersecazione della super- 
ficie con i piani corrispondenti alla prima serie di 
equazioni , si trovino egualmente situati nei piani 
espressi dalla seconda serie. Dunque tutte queste 
intersecazioni sono linee rette. Altronde poi , un 
qualunque sistema di due equazioni della prima e 

della seconda serie, per esempio, =k. 



l , rappresenta una retta che passa per 


il punto ( x' » jr' , *' ). 

Dunque finalmente , potremo riguardare la su- 
perficie come composta di una infinità di linee ret- 
te , che passano tutte per questo stesso punto. 


Superfici conoidi. 


336. Con tal denominazione vuoisi intendere ogni 
superficie generala da una retta mobile , sogget- 
ta ad essere costantemente parallela ad un pia- 
no , ed a scorrere lungo una retta fissa di posi- 
zione nello spazio , ed una curva data egualmente. 

Per idearsi una tal generazione , supponiamo con- 
dotti nello spazio un’ infinità di piani paralleli al 
piano dato ; ciascuno di essi taglia la retta fissa in 
un punto , e la curva in uno o più punti. Unen- 
do questi ultimi punti con quello della retta fis- 
sa , e ripetendo questa stessa operazione riguardo 
a tutti i piani paralleli , otterremo un' infinità di 


« 


ve* _ 
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rette , dalla di cui unione verrà costituita la su- 
perficie conoide. La denominazione di questa sorte 
di superfici deriva dall’ analogia che esse hanno 
con le superfici coniche. 11 centro, o il vertice del 
cono , si trova qui rimpiazzato da una linea retta 
che serve , in certo modo , per prima direttrice. 

Passiamo a rintracciare la loro equazione. 

Per maggior semplicità , prenderemo per asse 
delle z la retta ciré deve servire per prima diret- 
trice , per il piano delle acy , quello al. quale la 
generatrice ossia retta mobile dev’ essere costante- 
mente parallela. Gli assi delle x e delle y saran- 
no poi due rette condotte ad arbitrio nel piano ora 
indicato, e^rer il punto d’ incontro di questo pia- 
no con la retta presa per asse delle z. Si vede , 
da tal costruzione , che la superficie si trova , in 
generale , riferita ad assi obliqui. 

Ciò posto , le equazioni della curva jircsa per 
seconda direttrice , siano 


Quelle della retta mobile , considerata in qua- 


poiehè la sua distanza dal piano del e xy , valu- 
tata secondo 1’ asse delle 2 , dev’es/jr costante , e 
la sua projezione sopra il piano delle xy passa ne- 
cessariamente pe,r 1’ origine. 

Ora è evidente che, per tutti i*punti di una 
certa posizione della generai lice , le quantità ni cd 


variano da una ad un’ altra posizione. Queste quan- 
tità essendo costanti insieme , e variabili insieme , 
sono P una funzione dell’altra. Perciò 


F ( x 1 y » * )= F' ( r , p’, z ) =aa... ( 1 ). 


lunq 



la formi 


/• ' 


y * 

n i o le loro eguali — e z , restano le stesse ; ma 


* Ditjitized by Google 






79 

*"(;.> 2 ) = °> 0 * = F (^) "> 

I ■!. -V 

è la forma generale delle equazioni delle supera- 
ci conoidi. . 

Per determinare la natura di questa funzione in 
ciascun cqgo particolare , osserviamo che le (1) e 
(a) devono esìstere nel tempo stesso per i punti 
comuni alla generatrice ed alla prima direttrice. 
Dunque, eliminando x ,.j , s, Ira queste equa-, 
zioni , otterremo fra m ed n una relazione tale 
che , sostituendo a queste quantità i loro valori 

y 

- , , otterremo la richiesta vquazk>ge. . 

, * » 

33 y. Supponiamo , per prima, applicazione, che» 
una delle direttrici essendo sempre l’asse, delle s» 
si abbia per seconda direttrice una retta „ le di 
cui equazioni siano 

X - = , y =3 b z-f -/3 . . . (1). 

Queste combiniamole con quelle delle generatri- 
ce , cioè: jc=zmx, z—n . . . (3): 

Primieramente, il valore r = n, portato nelle 
(1), ci dà x= j j=bn~\-[ì , 
onde, sostituendo nella prima delle (3), 
bn + /3 == qmn -f am. 

Tale è la relazione che lega fra loro le quan- 
tità m , 7» , e che dev’ esistere per tutte le posi- 
sizioui della generatrice nel tempo stesso delle c- 
quazioni di questa retta. 

Sostituendo in fine ad ro eil n i loro valori , si 

trova £z +/3 = a*:-* + a.—> , i e , trasportando. 


t 

» 
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* H 1 ' 

hxz~— ayz-\-[ìx — *y = o . . ( 3 ) 

per 1’ equazione della superfìcie generata da una 
retta che si muove parallelamente ad un piano 
appoggiandosi sempre sopra due altre rette. 

338 . Può ottenersi una molto più semplice c- 
quazione di questa superficie, scegliendo gli assi 
convenevolmente. 

Siano CC' , DD' ( fig. 182 ) le due direttrici. 
Invaginiamo , per la prima , un piano parallelo 
alla seconda , e prendiamo questo piano per quel- 
lo delle yz. Uno dei piani , ai quali la generatri- 
ce deve essere parallela , incontrando le direttrici 
in A c B, per esempio , niente c’ impedirà di pren- 
dere per asse delle x la retta AB che rappresen- 
ta una delle posizioni della generatrice. Questo 
stesso piano taglia il plano di cui abbiamo prima 
parlato , secondo una certa retta che può prende- 
si per asse delle y ; quello delle z sarà altronde 
la prima direttrice, come precedentemente. 

Ciò posto , risulta dalla posizione delle due di- 
rettrici rapporto ai piani coordinati , clic le equa- 
zioni della retta DD' siano 

* = « » J— k ... ( 1) , 

poiché la sua projczionc sopra il piano *y dev’es- 
sere parallela all’ asse delle y , e la sua projeziond 
sopra il piano delle yz passa necessariamente per 
l’ origine. . 

Abbiamo inoltre , per le equazioni della genera- 
trice y—mx , • z — n . . . (a) , 

C d’altro non si tratta che di combinare le (1) e 
(a) per dedurne la relazione che deve esistere fra 
le quantità in , n. 

La y = mx , attesoché x=: a ci dà y r= ma, 
valore che , sostituito con z=n nella y—l z , ci fa 
ottenere mi = l>n. 
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Sostituendo poi ad m ed n i loro valori 

Y 

77J = — , nc=z , dcdottti dalle ( 2 ) , Atterremo alla 

line per 1* equazione della superficie 

' y ' • , • 

a, e=sbz , O bxz—ajrxs-O. 
oc 

Se in questa faremo r = o , ne sisultcrà 

bx * — o , cioè x — o , o z = o. 

Il primo sistema y s= o , # s= o » rappresenta 
l’ asse delle z. \ -ed il secondo , « = o, l’as- 

se delle x, ciò che prora che ciascuno di qaesti 
assi appartiene alla superficie , come si è già av- 
vertito. 

Avremo in breve occasione di riprendere quésta 
specie di superficie conoide. 

Superfci di rivoluzione . 1 I ’ 

■ • •.«, , . , !. ! : ’ *»•*’ f 

33g. Si dà un tal -nome a qualunque superfi- 
eie generata dalla rivoluzione di una curva , 
chiamata generatrice , attorno di una retta de- 
nominata asse , in guisa che ciascun punto di 
questa curva descriva una circonferenza di cer- 
chio il di cui piana è pèrpendicolare all’asce di 
rivoluzione e che ha il suo centro sopra quest ’ 
asse (V. f.° 2. 0 § 97 ). 

Da tal definizione risulta ad evidenza che , ta- 
gliando la superficie con un qualunque piano per- 
pendicolare all’asse , si ottiene per sezione una 
circonferenza di cerchio che ha il centro nell'as- 
se. Questo carattere ci guiderà all’ equazione ge- 
nerale delle superfici di rivoluzione. 

Per giungervi, osserviamo prima che, qualun- 
que siasi la posizione di una delle circonferenze 
che compongono la superficie , si può sempre ( 


3a9 ) riguardare questa circonferenza come risul- 
tante dalla intersecazione di una sfera che ha il 
suo centro nell’asse mediante un piano perpendi- 
colare a quest' asse. 

Ciò posto , siano 

x—a=a(z—y) , y—(y=b(z—v), 

le equazioni dell’ asse di rivoluzione ; rappresen- 
tando a . , (3 , y le coordinate di un punto preso 
ad arbitrio sopra, questa reità. 

Avremo , ( § 3o5 ) per 1’ equazione di un piano 
che gli è perpendicolare , . s 

ax~Vby-\-z = k . . . (i) ; 

e per l' equazione di una sfera che lia il suo cen- 
tro nel punto ( * , (3 , 7 ) , 

(^— «)*+0— /3)’+(z— ?)* = r* • • • (a)- 

Il sistema di queste due equazioni rappresentan- 
do una qualunque delle circonferenze del cerchio 
situate sopra la superficie , dovremo riguardare k 
ed r* come quantità costanti insieme per tutti i 
punti di una stessa cirdonferenza, e come variabi~ 
li insieme quando il punto della superficie di ri- 
voluzione passa da una circonferenza ad un’altra. 
Perciò queste due quantità , o le loro eguali 

ax+by+z , (x— a)’+(r— /3) s +(z— ?)’ , 

sono necessariamente l’una funzione dell’altra. 

Duuque l' equazione generale delle superfici di 
rivoluzione 6arà : 

ax+by+ z =F[(x— 7)’J , o 

(x— <*yir(y— P)‘+(z— vy=F(ax+bjr+z). 

La natura della funzione F , cioè la maniera 
con cui le quantità ax-\-by-\-z , 

(jc — *)“+■(/— /3)'+(z — y)‘ , devono essere legate 
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fra loro , si determinerà facilmente , allorché si 
conoscerà la natura della generatrice. 

In fatti , siano le equazioni della generatrice 

A x > y » *)=°i /(*> 7> *)=o...(3). 

Siccome la ci corferenza , rappresentata dalle 
equazioni (i) e ( 2 ), è generata da imo dei punti 
della generatrice (3) , conviene esprimere che la 
generatrice considerata nella sua prima posizione, 
e la circonferenza , hanno un punto comune , e , 
perciò , che le ( 1 ), (a), (3) hanno luogo nel tem- 
po stesso. 

Avremo dunque cosi quattro equazioni fra le 
quali può eliminarsi x , y , z ; ciò che ci darà 
un’ equazione di condizione fra k ed r‘ , nella qua- 
le di altro non si tratterrà più che di sostituire in 
luogo di queste due quantità i lorò valori , per 
avere l’ equazione della superficie di rivoluzione 
individuale che si considera. 

I* 34o. Può supporsi , per maggior semplicità 
ohe 1’ asse di rivoluzione si confonda con uno de- 
gli assi coordinati, per esempio, con quello del- 
ie z. ’ ' 

In questo caso , una qualunque delle circonfe- 
renze , situate sopra la superficie , trovandosi in 
un piano parallela al piano delle xy , ed- avendo 
il suo centro sopra 1* asse delle 3 , può essere rap- 
presentata dal sistema di due equazioni 

x = i , **+/* — r * » 

la prima delle quali esprime un piano orizzontale, 
e la seconda la superficie di un cilindra retto il 
di cui asse si confonde con l’asse delle z. 

Perciò, qualunque siasi la generatrice della su- 
perficie , avremo per equazione di questa super- 
ficie. 

z ^ F(x‘+/*) , o =» F(») ; 

così si troverebbe 
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x = F( r *+0» o /=F(*40 

per le bquazioni delle superfici di rivoluzione ’ che 
avrebbero per asse quello delle x , o quello del- 
le r. . 

3*4t. Proponiamoci , per primo esempio , di tro- 
vare la superficie di rivoluzione generata dal mo- 
to di una retta qualunque attorno l’asse delle z. 
Siano le equazioni di questa retta 

x =s Mz+N , r s== M'*-f N' ; 

' * 

le equazioni della circonferenza , descritta da cia- 
scuno dei punti della retta , avranno la forma 

;r = k , x’+f = rV • 

Le due prime , combinate con la terza , ci danno 

x = Mk+N , ‘ y = M'k-(-N' ; 

onde , sostituendo nella quarta, 

(MJt+N) m +(tf'k+NT = r* , 

o , ponendo in luogo, di k e di r* i loro valori 
generali z ed x’^jr’ , 

(Mz+N)* + (M'z+N')’ = 

In quest’esempio, niente ci impedisce di pten- 
dere , per asse delle x . la piu. curia distanza fra 
la retta data e 1’ asse di rivoluzione ; nel qual ca- 
so la retta c parallela al piano delle yz ; ed abbia- 
mo per le equazioni della generatrice 

ars= N , y — M 7 * ; 

cioè , basta supporre M = o , N' = o nell’ equa- 
zione precedente , e si troverà 

M'V+N*=o:*+7* 

per 1’ equazióne della superficie. 

Serva di secondo esempio, un’iperbole situata 


t 
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nel piano delle n , e riferita al suo a«e trasverso 
come asse delle a: , éd al suo asse non trasverso 
come asse delle z. 

Le equazioni di quest’iperbole sono ( § no ) 

y = o , B\r* — A’z’ = A*B* ; 

essendo altronde quelle della generatrice 

, ' * = k , x'+y' = r’ , 

ed otticnsi , dall’ eli minaziono di x , y > z fra que- 
ste quattro equazioni , 

BV — A*k’ = A’B* , 

o, ponendo per k ed. r’ i loro valori, 

B*(*'+y’) -AV = A*B* t 

equazione identica, riguardo alla forma, con l’altra 
My+N’px’+j’, o 

x*+y‘— M'.V *= N*. 

Dunque la superficie di rivoluzione generata dal 
moto di una retta attorno di un’ altra , altro non 
è clie la superficie generata dal moto di una iper- 
bole cbe gira attorno del suo asse non trasverso ; 

2 uest’ ultima superficie è ciò che si chiama iper- 
olide di rivoluzione ad una sola nappa. Ripren- 
deremo in seguito questa specie di superfici. 

Facendo girare attorno del primo asse principale, 
sia o un’ ellisso , o un’ iperbole , 0 una parabola , 
situata prima nel piano xz, si giungerebbe con c- 
gual facilità alle equazioni di superfici di rivolu- 
zioni corrispondenti. 

342. La superficie generata da un’ iperbole , o 
il paraboloide di rivoluzione , merita una! partico- 
lare attenzione. - 

Siano y = o , x* = zpz y 

le equazioni di una parabola situata nel pi ano del- 
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le x , che ha per asse principale 1* asse delle z , 
per vertice la slessa origine delle coordinate. 
Combionando quelle equazioni con queste altre 



si trova 1 equazione di condizione # 
r* = 2 ^k ; 

e perciò per equazione della superficie 


x‘+y* = 2 j oz. 

Questa equazione combinata con quella del pia- 
no , che ha generalmente la forma 

z — Ax+By+G , ci darà 

= ap( Aa '+By+C) ; 

equazione che rappresenta la projezione sul piano 
delle *y , della intersecazione del paraboloide con 
un qualunque piano di direzione nello spazio. Ora 
questa equazione è ad evidenza quella di un cer- 
chio ; dunque , tagliando un paraboloide di ri- 
voluzione attorno dell ’ asse delle z , con un piar 
no qualunque , la curva d’ intersecazione si pro- 
ietta costantemente secondo un cerchio sul piano 
delle xjr. 


§ III. Discussione delle superaci 
* di secondo grado. 

843. I limiti che dobbiam porre a quest* opera 
non permettendoci di dar qui una teoria comple- 
ta delle supcrfici di secondo grado , ci limiteremo 
sopra tutto a dar risalto alle circostanze relative 
alla loro classificazione , come anche alle proprietà 
che risultano immediatamente dàlie equazioni le 
più semplici alle quali è sempre possibile di ri- 
condurre una qualunque equazione di secondo gra- 
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do a tre variabili. Seguiremo poi, per la discussio- 
ne ili questa equazione, un camino analogo a quel- 
lo tenuto nei secondo capitolo , per le equazioni 
a due variabili. 

L’ equazione più generale delle superfici di se- 
condo grado essendo 

A:’+,V/+A'V+B r *-(-B';cz+B".rr 

-f('a+C' r+ C".r+D 

potremo subito ( § i 3 o ), con una prima tras- 
formazione di coordinate , fare svanii li tre ret- 
tangoli yz, are, x y , cioè potremo ridurre 1 ’ equa- 
zione alla forma ' • 



Mz’+My+M^’+Nz+N'y+N'^+D^o . . . (a). 

( Si veda su di ciò il 2.° Volume della corris- 
pondenza della Scuola Politecnica 3 .° num.“ , 
ove addussi la dimostrazione completa di tal pio- 
posizione con una nota estesa sulle superfici di ri- 
voluzione di secondo grado ), 

Risulta da tal proposizione , clic le superfici rap- 
presentate dalla (3) siano identiche con quelle in- 
cluse nella (t). 

Vediamo adesso se , con una traslazione di ori- 
gine, si possano ( § 12 1 ) fare scomparire i’ ter- 
mini lineari in x , y , à. 

Ora , sostituendo le formole 

x==x+rt., y = y+£, ^=z-f c . 


cd eguagliando a o nella nostra equazione i coef- 
ficienti di ar, y , z t otterremo le equazioni di 
condizione , 

*M"a+N''=o, aM'é-j -N'=o , 2Mc-f-N=o , 

ft' N 


onde 


b— 


: 2M' ’ 




“3ST 


~ *M" * 

Finche coll’ annullarsi i tre rettangoli non vie- 


8t 

ne ad annullarsi .alcun dei tre qDadrati , le quan- 
tità M, M' , M" sono diverse da o, e la nuova 
trasformazione è possibile ; cioè , in altri termini, 
1 * equazione può ridursi alla torma 

Mi’+My+M'V+P '=o . . . (3) , 

avendo P per valore 

Mc 1 +M'ò > c J-M"a’+N 6 +N'ò+N''n+D. 

344- Hai supporre che uno dei quadrati svani- 
sca nel tempo stesso coi rettangoli , che si abbia, 
per eseibpio , M" = o, la precedente trasforma- 
zione non potrebbe eseguirsi , perchè allora la a 
diverrebbe infinita. 

In quest* caso , 1’ equazione avendo la forma 

Mz’+M ’y , -(-N:+N'y-f-N" < r-)-D = o , 

potrebbe provarsi di fare scomparire i termini in 
* ed in y , come anche le quantità tutte cognite. 
In fatti , sostituendo le forinole 

* = x+a , j = z=z \-c, 

ed eguagliando a o il coefficiente di z , quello di 
y , e la quantità indipendente da x , y , z , si ot- 
terrebbe aMc’i'N— o , 

Mc’+M'ò’-J-Nc+N'ò-j-N'Sk+’D —o ; onde 

N- t N» Mc'+M'A’+ttc+N'J+B 
C=S 3 "~aM’ : N”‘; "•" 7 * 

valori reali e finiti , fin tanto che non si annul- 
la N" ; e F equazione si riduce a quest’altra 

M»’+My+N"* =o . . . (4). 

345. Quando sia nel tempo stesso M" = o , 
N" = o, l’ultima trasforma zione riesce impossibi- 
le , poiché a si conserva infinita. Ma 4 in questo 
caso particolare , divenendo la ( 2 ) 

t. ri. . e 
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Mz’4-M'j* + Nz+N' r +D — o, 

non contiene più die due variabili , c rappresenta 
ad evidenza ( § 3x5 ) una superficie citindrica le 
di cui direttrici sono perpendicolari al piano delle 
yz, e che ha per base , o un* ellisse , o un’iper- 
bole, secondo che, nell'addotta equazione, »i coef- 
ficienti M , M 7 hanno lo stesso o 1’ opposto segno. 

346. Supponiamo ancora che due dei quadrati 
fi ed x' sii.no scomparsi nel tempo stesso che i 
tre rettangoli , cioè che, per la prima trasforma- 
zione delle coordinate , l* equazione si riduca alla 

forma Ms , *tNz*t‘N'r+N"a:-f D=o , 

si potrebbe , in questo caso , procurare di- fare 
svanire qualche termine ; ma si rende ciò inutile 
per la determinazione della superficie rappresenta- 
ta da questa equazione. ' ’ , 

In fatti , facciamo successivamente \ 



ciò clic si riduce a tagliare la superficie con una 
serie di piani paralleli al piano delle xy.\ l’equa- 
zione diviene , in queste diverse ipotesi , 

N'j+N"a=L; ; N'y+N"*=L''... 

sieguc di qui che le intersecazioni della superficie 
con i piani orizzontali , sono rette parallele fra 
loro. Perciò ( § 33a ) la superficie conserva la na- 
tura delle superfici cilindriche-, e, volendosi co- 
noscere una direttrice di questa superficie , basta 
porre j=o , per esempio , nella sua equazione. 
Da tale ipotesi otterremo P equazione 

Ms , +.Nz+N' , x+D = 0 , 

-.che esprime una parabola posta nel piano delle xz. 
Dunque finalmente, la superficie altro non è che 
una superficie cilindrica a base parabolica. 
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347-" Inflettendo sulla precedente discussione , 
dovremo concludere che tutte le supcrfici di a . 0 gr.“ 
si trovano contenute implicitamente nelle due classi 
di equazioni 

Ms’+M'y’-f-M' 'x'+V=o , M*’+3f y*+N' ’x=o , 
eccettuate quelle che corrispondono alle equazioni 
, Ms’-J-M'y’+Na+N'y+D =o , 

Ma’+N^+N'j+N ’-r+D = a , 

che abbiam veduto appartenere a superfici Cilindri- 
che a base ellittica , iperbolica o parabolica. 

348. N. B. Già s’ intende che in queste tre 
varietà generali noi comprendiamo quelle che 
( ^ 226 ) corrispondono alle varietà dell’ ellisse , 
dell’ iperbole , e della parabola. Perciò , quando 
P ellisse si riduce ad un cerchio , o ad un punto, 
allora la superficie cilindrica diviene un cilindro a 
base circolare , 0 una sola retta. Se l’ iperbole de- 
genera in un sistema di duo rette che si tagliano, 
la superficie cilindrica si riduce ad un sistema di 
due piani che si tagliano. Finalmente , quando 
la parabola si riduce a due rette parallele o ad 
una sola retta , la superficie cilindwca diviene un 
sistema di due piani paralleli , o un unico piano . 

3 fa- Prima di passare a discutere ciascuna del- 
le equazioni 

Mz , +M'y’-f-M".r*+P= 0 . . . ( 1 ) , 

Mz’+M'y’-j-N"jr ^= 0 . . . (a) 

faremo alcune osservazioni generali sulla natura 
delle superfici che esse rappresentano , e sopra i 
sistemi d’assi o di piani coordinati ai quali le su- 
perfici sono attualmente riferite. 

Primieramente , la ( 1 ) , non racchiudendo più 
i termini di primo grado in x , y , z , resta la 


84 

stessa quando vi si cangi -j-x , -\-y, +z>in — x, 
— y , — z ; ciò che prova che qualunque retta con- 
dotta per la nuova origine , e terminata da una e 
, dall’altra parte dalla superficie , è divisa in due 
parti eguali in questo punto. Dunque ( § 245 ) 
tutte le superfici comprese nella equazione (i) han- 
no un centro che boti è altra cosa che 1' origine 
attuale delle coordinate. 

Osserveremo poi che 1’ equazione potrebbe rac- 
chiudere i rettangoli delle variabili come anche i 
quadrati, senza che la superficie cessasse di avere 
un centro , e d’ essere riferita a questo centro co- 
me origine, poiché la condizione caratteristica del 
centro sarebbe ancora addempila. Potrebbe anche 
supporsi la superficie riferita ad assi obbliqui con- 
dotti da questa origine. ' 

Perciò , nel caso di assi qualunque , un’equa- 
. zione come 

As , +A' jr *4-A"x’+B r z-i-lì' 3 ;,-(-B"xj+D <= o , 

ove varj coefficienti possono esser nulli , rappresen- 
ta unn superficie che ha un centro ; e questo cen- 
tro è 1’ origine. 

S cccndariamente , si chiama piano diametrale 
di una superficie un piano che divide in due parti 
eguali tutte le corde della superficie parallele fra 
loro e condotte con una qualunque direzione. Ora, 
dalla forma della equazione (i) che , venendo ri- 
soluta successivamente riguardo a ciascuna delle 
variabili , ci dà due valori eguali c con segni con- 
trarj per questa variabile, è evidente che ciascuno 
dei tre piani coordinati divide in due parti egua- 
li tutte le corde condotte parallelamente alla in- 
tersecazione comune degli altri due. 

Dunque questi tre piani sono diametrali ; di 
più , potremo riguardarli come costituenti un si- 
stema di piani diametrali conjugaii perpendico- 
lari fra loro ; ciò che corrisponde alla definizione 
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data ( § i3i ) di un sistema di diametri conjugati. 

In terzo luogo : Consideriamo 1’ equazione (a). 
Poiché nel terzo termine ha luogo cangiynjenlo di 
segno col sostituire — x , —7 , — 1 in luogo di 
+x , +/ , +* , ne siegue che 1* attuale origine 
dellg coordinate non sia un eentro. Abbiamo poi 
veduto ( § 34| ) che, qualora uno dei quadrati 
manchi insieme con i rettangoli , è impossibile di 
fare scomparire unitamente i tre termini del pri- 
mo grado ; dunque- le superimi rappresentate dal- 
la (a) sono superjici prive di centro. . . 

Osserviamo ancora che , dei tre piafii coordina- 
ti , due soltanto, i piani delle xy c delle or* pos- 
sono essere riguardati come piani diametrali , po - 
che il primo divide in due parti eguali tutte le 
■ corde parallele ali 1 asse delle z, ed il secondo tu - 
te le corde parallele all” asse delle y. * 

Concludiamo da tutto ciò, che le superimi di 
secondo grado si dividono in due classi distinte , 
cioè: le superfici che hanno cn centro, eie sit- 
perfici spróviste di centro. 

Discussione della Mz*+M'y*-j-M".r’-f-P=o... (i). 

35o. Per determinare* i diversi generi di super- 
aci rappresentate dalla (i) , faremo successiva- 
mente ( § 3a3 ) 

. x== cosi. , 7 = cosi. y z— cosi. : 

ciò che si ridurrà a- tagliare la superficie con i 
piani rispettivamente paralleli a ciascuno dei tre 
piani coordinati; ma si sa ( $ 126 ) che la na- 
tura di queste intersecazioni dipende sopra tutto 
dai segni dai quali i coefficienti M , M' , M" , 
sono affetti. Saremo. perciò condótti a fissare le se- 
guenti ipotesi : 

M » M' , M” positivi insieme. 

In questa ipotesi generale, P ultimo termine P 
può essere aneli’ esso negativo, o eguale a o, o po- 
sitivo. 


*6 

Primiera mente sia P negativo , e si ponga in 
evidenza il segno; P equazione diverrà 


M*'+My+M' V ^ P. . . (a). 

Ciò posto , facendo successivamente nella (a) 

* = «,.] * ( *Ms’+MV=P— M'^* 

y s=P , > otterremo < Ms a +lNl ,, Ar“=P — M'/3*, 

»=?, } ( M'/+M'V=P- Mr*. 

si scorge da ciò che le intersecazioni della saper*- 
ficie con i piani paralleli ai tre piani coordinati, 
sono ellissi che divengono imuginarie , qualora si 
supponga * 


“> 5F 


? > M> ’ 


/> 


M’ 


cioè /3 * y positivi o negativi, ma aritmetica- 
mente maggiori di 


VI ( M r«. )> V ( M , ) , V ( 5 j )• 

• • 

Queste ellissi si. riducono ad un punty^ facendo 

-»±V(|r).^.±V(|.),r=±V(|), 

perchè le equazioni delle intersecazioni divengono 

IV -f My=o , Mz’+M";r’==o, 

Dunque , la superficie da noi presa in conside- 
razione e limitata in lutti i sensi ; di più resta 
iscritta al parallelopipedo che ha per superficie i 
piani • 

-=±V(i).f=±V(^),-±V(|). 


La natura delle intersecazioni di questa superficie 
con i piani paralleli ai tre piani coordinati , ha 
latto darle il. nome di Ivllifsoide. 




/ ' y 
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Per determinare le tre sezioni principali , o , 
in altri termini , le traccie della superficie sopra 
i piani coordinati , tasta di fare successivamen- 
te ( fig. i83 ) 

*==*>, \ ) Mz*+M'y* = P, 

J=o, > ed otterremo > = P , 

i=o, \ | M'/+MVeslP. 

In quanto ai punti d’ inlersecazioffe con i tre 
assi , otterremo per 

jr=° t z ~o^ M"or’c:P, onde sc= + V ( ^ ) , 

x=zo , 3=0 , Wjr' — P ; onde j= ± V ( j ^7 ) . 

P 

x=zo , j=zo , M3*=p ; onde z= ì V ( jjj ) ■ 

L e linee A A' =a V > BB ' = 2 V j^r > 

P 

cc !=aVa , sono chiamate assi principali del- 

• \ 

la superficie ; e la loro introduzipne nella equazio- 
ne dà a questa una forma simetrica analoga a quel- 
la della equazione dell’ ellisse riferita al suo cen- 
tro ed a suoi assi. 

Poniamo in fatti 

• aA = 3 V|r,. ^V — , »C=aV,f. 

' P P P 

e ne risulterà M"= — - , M'= , M= ^ i 

A * X> li 

, e sostituendo nella (a) e togliendo i denominatori 
A*BV-f A’C'y’+B’C’x^zaA’B'C*. . . (3) 


l 



V 


\ ‘ 
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35 r . Casi particolari. Supponiamo che due qua- 
lunque dei tre coefficienti M, M' , M" siano egua» 
li fra loro , per esempio M=M'; ed avendosi Cc=B ; 
diverrà 1’ equazione 

A’BV+A’By+B .r*=A’B< , , e, divi- 
dendo per B*, AV+Ay+B\r*=A*B\ 

Questa equazione , capace della forma 

*-+r*= -Jr ( AW ) , O y’-K= F (*) , 

caratterizza ( § 34o ) una superficie di rivoluzio- 
ne fatta attorno 1’ asse delle x ; poiché facendo 
x=cost , si ottiene y’-}-a a = cosi ; ciò che prova 
che qualunque sezione fatta perpendicolarmente al- 
l’asse delle x, è una circonferenza di cerchio. 

Dalle due ipotesi successive_y=o, z =o, abbiamo 

AV-fB\r*=A*B* , A’j-’-f B’^’zrA’B*. 

Sono queste le equazioni della generatrice con- 
siderata in tutte, le sue posizioni , cioè : nel pia- 
no delle x e nel' piano delle xy. 

Se fosse M=M" , o M'=M" , si scorgerebbe 
egualmente che la superficie sarebbe di rivoluzio- 
ne attorno*!* asse delle y , ovvero attorno l’asse 
delle z. f 

352. Supponiamo ora M=M'=M'' , onde C==B 
=rA ; la (3) si riduce alla y+y*- f-x a ==A* , e rap- 

{ >res'enta una superfìcie sferica con il centro aì- 
’ origine delle coordinate. 

353. I coefficienti M , M' , M" conservandosi 
sempre positivi e qualunque , eguali o ineguali , 
potrà aversi P=o , o P positivo. 

Nel primo caso , l’ equazione diviene 

Ms'+My+M'V^, 

e non ammette che l’ unico sistema di valori rea- 
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li X—O r f=0 , 2=0 '» 

dunque la superficie si riduce ad un punto, 

Nel secondo , 1’ equazione 

Mz’-f My+M".T*+P=o , 

non ammette alcun sistema di valori reali. Per- 
ciò la superficie è imaginaria , 

Concludiamo da ciò che , all’ ipotesi generale di 
M M' , M" positivi nel tempo stesso, corrispon- 
de un solo genere di sùperfici , 1 Ellissoide , che 
comprende, come varietà, Y ellipsoide di rivolu- 
zione, la sfera, un punto ed una superficie ima- 
ginaria. 

2. 0 M , tV positivi ed M" negativo. 

354. Supponiamo prima M , M' ,, P positivi ed 
M" negativo. La ’(i) del n.° 35o diviene, dopo 
di aver posto in evidenza i segni , * 

Mz’+My— M"*’= — p. . • ( 2 ). 

E , facendo succesjivamente x ~a , y=p , z — r> 
otterremo per 

ar=*. . . Mz’+My=M’V— P. . . (3) 

r —(3. . . Mz* — M”a:’= — • ( M'/3*+P ). . . (4) 

r 

. . M’y* — M"x'=— ( My*+P . (5). 

L* equazioni (4) e (5) provano che qualunque- 
sezione fatta nella superficie , parallelamente al 
piano delle xz , o al piano delle xy , è un’ iper- 
bole il di cui asse trasverso ha una direzione pa- 
/rallela all asse delle x. 

La (3) rappresenta ad evidenza un’ ellisse reale 
finche sì dà ad a un valore positivo o negativo , 

. . , P • ., . • 

aritmeticamente maggiore di \ e C1 P sl S n . 1 * 

r . 

■fica che , se da due distanze 
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0A== V liF»’ 0A -- V ^77 (•%• «84 ) 

imagineremo due piani paralleli al piano delle yz, 
la superficie non lia alcun punto compreso fra questi 
piani , ma si estende indefinitamente ‘a destra ed a 
sinistra di questi due piani, nel senso delle x positive 
e nel senso delle x negative ; d’onde può concludersi 
che questa superficie è composta di due parti di- 
stinte , eguali ed opposte. Ed è perciò , ed anche 
per la. natura delle sue intersecazioni da piani pa- 
ralleli a due dei piani coordinati , che si chiama 
Iperboloide a due ■ nappe. 

Lfe tre sezioni principali si ottengono col fare 
successivamente nella (a) x—o , j=o , z—o ; ciò 

«he ci dà Mz*+M'y’= — P 
Mz* — M"x* = ■ — P 

, ' M'y* — M"ar* = — P. 

La prima sezione è imaginaria ; ma le due al- 
tre sono le iperboli MAM' ed mA.ni' , NAN' ed 
nAn ' , riferite àgli assi delle x come assi trasversi. 

P P P 

Sia aA=a\/ jjjp, , aB — 2 \J ^ , 2G=3\/ — , 

P P P 

<cd avremo M '— — , M'= , M=r-r; sostituen- 

A B t- 1 

do nella (a), A‘BV+A*Cy~B'CV=- A’B'C*; 

« delle tre linee 3 A , aB , aC, chiamate assi prin- 
cipali della superficie , la sola prima ha le sue 
due estremità A , A’ ( lig. 184 ) situate sopra la 
superficie. In quanto alle altre due , si è conve- 
nuto di farle rappresentare sopra la figura’ da due 
distanze BB' , CC' , valutate sopra gli assi delle 


♦ 

. i 

9 1 

y e delle' 2 ; ma i punti B, B F , C , C' , non ap- 
partengono alla superficie , come nella ellipsoide. 
In somma, l’ iperboloide a due nappe ha un solo 
asse trasverso e due altri non trasversi. 

355. Siano adesso M, M' positivi , cd M", P ne- 

• 

gativi , la ( 1 ) diviene Mz'+M'y’ — M"x* =+ P . 
e se no deduce successivamente per 

* 

;r=a . . . Mz'+M'y =M' V+P ,1 


r=t 3 • • • M s *— M" x*=-M'|3*+P , 

• 

z=y . . M'y*— M 7 *+P. 

. \ 

La prima rappresenta un’ellisse sempre reale , 
qualunque siasi a. ; e le altre due , le iperboli ri- 
ferite all’ asse delle x , come asse trasverso , 0 non 
trasverso , secondo che avremo 

*‘< a- 7 '<a ■ 0 ^> 2 " v> m ’ 

t * 

» 

Si dfcorge dunque tjae , nel caso attuale* non 
esiste veruna discontinuità nella superficie che , 
per tal ragione , porta il nome d’ iperboloide cid 
una sola nappa. * 

• Le ipotesi successive jt=o , y=o , z=o,'( Cg* 
i85 ) ci danno 


Ms'*+My=P/ Ma*— M"x’=P, M'y’— 5 i'V=P. 


L’ ellisse , rappresentata da questa prima equa- 
zione è la più piccola di tutte quelle che olten- 
gonsi tagliando la superficie con piani paralleli a 
piano delle ys. _ 

Le altre' due esprimono le iperboli situate 1 u*a 
nel piano delle , 1’ altra nel piano delle xjr » 

aventi per asse non-tràsverso , l'asse delle X. 

E tanto basta per dare pn’ idea a bastanza e» 
satta della superficie i di cui due a&i principali 
sono trasversi , cd il terzo non trasverso. v 

1 

• ’ < 

1 

. J 

• 

*• 

, _ J \r S ^ 
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Sia 3B=a V^„ aC = 3 V^. « 

troveremo M" =£., M' =g., M=^.; 

* , sostituendo , 

A'B’iVA’C/ 1 — B‘C'** = -f-A’B’C*. 

3 56. Casi particolari di due iperboloidi. 

Primieramente , sia M=M' , onde C=B ; 1# «- 
quazioni di due supeifici si ridurranno a 

A V+Ày_ B^*=— A*B* , 

AV+Ay— B\r*=+A’B* ; 

ed otterremo z*-f-y=F(x). 

Dunque le due iperboloidi divengono superfici 
di rivoluzione attorno Basse delle x. 

35 7 . Secondariamente , siano M, M' positivi, 
M" negativo, e P eguale $z o. Liquazione di- 
viene ; e se ue deduc 

f __ M" x’ M e 

*T‘ M' ’"z* M' '* 



dunque ( § 335 ) la superficie si trova, in tal ca- 
so , degenerata in una superjicie conica, il di cui 
centro è nell' origine delle coordinate. 

358. Riprendendo quanto si è ora detto riguar- 
do alla seconda ipotesi generale, si vede che que- 
sta ipotesi da luogo a due generi primarj di su- 
perfici , le iperboloidi ad una 0 due nappe , che 
racchiudono , come varietà , 1 iperboloide di rivo- 
luzione e la superficie conica. 

35g. Osservazione. Non verrà qui da noi con- 
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siderato il caso in cui due dei coefficienti Itt , 
M' , M*' fossero negativi , poiché , cangiando i 
segni , tornerebbe ad aversi quello ove due di que- 
sti coefficienti sono positivi , essendo poi P positi- 
vo o negativo. 

Perciò, la Mx’+M , ^*-f-M" 2 ’+P=o , non con- 
contiene in realtà che tre generi primarj di su- 
perfici. 

Discussione dell’ equazione - '' 1 

Mz’+M>*+N"x = o. 

Possono anche qui presentarsi due casi princi- 
pali : M ed M' possono avere lo stesso segno , o 
segni contrarj , 

i.° M, M' siano positivi • nel tempo stesso. 

36o. In questa r. a ipotesi , N" può indifferen- 
temente essere negativo o positivo. 

Supponiamolo prima negativo , e poniamo il se- 
gno in evidenza ; 1 J equazione prende la forma 

Mi*+My =N"x. 

E facendo successivamente x ss a , y—(3 , *=y, 
si ottiene 

M'/3\ 

M'y*é=N"* — My*. 

La t. a equazione è ad evidenza quella di una 
ellisse sempre reale , finche a è positivo, e diviene 
sempre più grande col crescere di a. Se si sup- 
pone «=o , 1’ ellisse si riduce ad un punto , ed. 
allora diviene imaginaria quando si suppone ne- 
gativo a. Si vede dunque che la superficie si es- 
tende indefinitamente nel senso delle * positive , e 
che non ha alcun punto a sinistra del piano delle 
yz , al quale essa è tangente , nella stessa origine 
delle coordinate. 

Le altre due equazioni rappresentano delle pa- 


rabolc con 1’ asse principale diretto parallelamente, 
all’ asse delle x , nel senso dell? x positive.' 

Le paraboli corrispondenti alla ipotesi y = p , 

' , N" N" 

hanno tutte lo stesso parametro — ; mentre 

M pi 

è il parametro costante di quelle che corrispondo- 
no a z — y. 

Facendo y =o , poi z t= o y si trova (Gg. 186) 

N" N'' 

z’ 1 


M X 




. • • ... 
per le due sezioni primarie , a seconda dei piani 

delle xz e delle xy. 

Dopo tali dati , è .facile il formarsi un’ idea 
chiara del nuovo genere di superimi, al quale si 
è dato il nome di paraboloide ellittica. 

Sia,, ora N" positivo, caso che riduce l’equa- 


zione a 


Mz’+My = _N"* , 


mentre che ; col cangiar x in — x , riprende la 


forma Ma*+My=N"a? ; 

< » « 

e ne siegue che la superficie è la stessa come nel 
caso di N" negativo; soltanto che si estende essa 
nel senso delle x negative come si estendeva pri- 
ma nel senso delle x positive. 

36 i. La paraboloide ellittica diviene una super- 
ficie di rivoluzione attorno l’asse delle X. nel caso 
particolare di M= M', perchè allora abbiamo 


N" 

*’ +jr ’“~M‘ are=F ^) 



ciò che dimostra che qualunque sezione folta pcr- 
peftdicolarmentc gli’ asse delle x c una cifeonferen- 
za di cerchio con il centro sopra, quest’ asse. 
a.° M positivo ed M' negativo. 

36 a. Ci basterà considerare in questa nuova ipo- 


1 


Dwilized bv C^QQgle 
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tesi, come nella precedente , il caso in cui N" è 
negativo; poiché si N 1 ' fosse positivo, si sostituì* 
rebbe— .r ad x t ciò che varierebbe soltanto la si* 
tuazione della superficie , ma non già la sua natura. 
Ponendo il segno in evidenza , avremo 

Mz* — M'y* = N"a:. 

Ciò posto , si faccia successivamente 

X , y = p , z = r , ed avremo 

Ma’ — M'y*a=N"«, Mz*=N";r + M'p* , 
M'y*=s— N"*+ M y *.‘ 

Le ultime due equazioni rappresentano ancora 
delle paraboli con 1’ asse principale pafallelo all’as- 
se delle x\ ma quelle, che. corrispondono ady=j 3 , 
sono dirette nei senso delle x positive, ed hanno 

N" 

per parametro costante mentre che le para- 

» i • * - • 

boli corrispondenti a z = y sono al contrario di- 
rette nel senso delle x negative , ed hanno per pa- 

N" 

rarnetro costante— jjp-. 

La prima equazione appartiene ad una serie d* 
iperboli che hanno per asse trasverso una parallela 
all’ asse delle z , essendo a positivo , ed una pa* 
rallela all* asse delle y per ogni valor negativo di <r. 

Le due sezioni principati con i piani delle a»z 
e delle xy sono Mz’ = N";r , M'y’ r= — N" x 
( fig. 187 ) , cioè due parabole COC' , B'OB. 

La sezione con 41 piano delle yz , avendo per 

M' 

equazione x=o, Mz* — M'y*=o, o » 

si riduce ad un sistema di due rette che sr ta- 
gliano nell* origine. 
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Deve osservarsi che alle iperboli , rappresentala 
da Mz ? — My±N"« , competono per assiutoti due 
rette che hanno per equazione Mu’ — ■ M'y* z=O i 
d’ onde siegue che i piani , condotti per queste 
rette e per l’ asse delle x , determinino sopra c 
sotto il piano delle xy due angoli diedri , che com- 
prendono 1’ intera superficie ; e possono conside- 
rarsi questi due piani come piani assiutoti rap- 
porto alla superficie. 

Questo nuovo genere di superfici , essendo ca- 
ratterizzato dalle sezioni paraboliche ed iperboli- 
che , si chiama Paraboloide Iperdolica. 

Siccome i coefficienti di z e di y 1 hanno i se- 
gni contrarj^ l’ipotesi M=M' non può rendere la 
superficie di rivoluzione. Altronde * come or ora 
vedremo , qualunque sia la posizione del piano , 
con il quale vien tagliata questa superficie , è im- 
possibile V ottenere per sezione una curva limi- 
tata , e perciò una circonferenza di cerchio. 

363 . Per la paraboloide iperbolica , superficie 
molto difficile a rappresentarsi , faremo conoscere 
un mezzo di generazione , comune alle due para- 
boloidi , che sarà addattatissimo a darci un’ idea 
esatta si dell’ una che dell’ altra. Questo mezzo , 
molto analogo a quello già addottalo ( § 296 ) per 
il piano , consiste nel fare scorrere una parabola 
che ha per equazioni 

y = o , Ms* -f- N".r = o , 

nella direzione di un’ altra parabola 

z — o , M'y* + N"x = 0 , 

in guisa tale che il vertice della prima , chiamala 
generatrice , si trovi costantemente situalo sopra 
la seconda che può chiamarsi la direttrice. 

Risulta ad evidenza da questo modo di genera- 
zione , che le equazioni della generatrice , consi- 
derata in una qualunque delle sue posizioni , deb- 
bano aver la forma 
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' • ■ y^P » + MPj? + * = o. \ 

, : . 5 . ‘ N” 

Il parametro <li questa parabola mobile, o — — •> 

resta costante ; ma , siccome il vertice , che prima 
è situato nell’ origine , occupa poi una qualunque 
posizione sopra la direttrice , ne siegue che la se- 
conda equazione debba racchiudere un termine * in- 
dipendente da x e da y. 

Ciò posto , osserviamo che , per ogni punto del- 
la superficie , situato sopra la stessa generatrice , 
le distanze del piano delle xz dalla posizione dal 
vertice di questa generatrice restano le stesse ; ma 
allorché il punto passa da una ad un’ altra genera- 
trice , è allora che i due elementi , di cui parlia- 
mo , devono necessariamente variare. 

Dunque le quantità P ed * , corrispondenti a que- 
sti elementi, sono quantità costanti insieme, e va- 
riabili insieme : e perciò devono esse dipendere in. 
una certa maniera l’una dall’altra. Otterremo que- 
sta relazione esprimendo coll’ analisi , che la gene- 
ra trice e la direttrice s’incontrano, cioè fisseremo 
1 esistenza nel tempo stesso delle equazioni 

y = /3, Mz’+N".r+*=o . . . (i) 

2 = 0 , M'j’+N r 'x=o . . . (a). 

Primieramente , il valore z = o , posto nella a.* 
delle (i) ci dà 

... 

* et 

:r= — ^f r I valori y =£ , •**=— jp si 

. % 

sostituiranno poi nella a.* delle (a) , ci daranno 

. - M'/3 K=o . . . ( 3 ). 

E questa è la relazione che lega fra loro le quan- 
tità * , P , e che deve esistere nel tempo stesso 

T. VI. 7 
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chele equazioni ( 1 ) per tutte le posizioni delia ge- 
neratrice , cioè per tutti i punti della superficie. 

Non trattandosi ora che di eliminare * , fi fra 
queste tre equazioni ; perciò basterà sostituire ad « , fi 
i loro valori dedotti dalle ( 1 ); ed otterremo 

M'/’ — (—Ma’ — N"x)=o , o Ms a +My+N"*=o, 

cioè 1 ’ equazione stessa delle due paraboloidi. 

Quando siano positivi M , M’( fig. 186 ) , ed N" 
negativo , i parametri della parabolageneratrice e della 

N" N'* 

parabola direttrice sono , —, quantità collo 

Stesso segno ; dunque gli assi sono diretti nello 
stesso senso. 

Ma se fosse positivo Me ( fig. 187 ) M', negativo 

N" — N" 

ed N'' negativo, i parametri sarebbero 

cioè con segno contrario ; dunque gli assi di que- 
ste paraboli sono diretti in senso contrario 1 ’ uno ri- 
guardo l’ altro. 

364. Dalla precedente discussione risulta che le 
superfici del secondo grado si dividono in cinque 
generi : 

i.° L’ ellipsoìde , le di cui varietà sono V eli i- 
psoide di rivoluzione, la sfera, un punto 0 una su- 
p afide imaginaria : 

a.° 3.° L’ iperboloide a due nappe e I’iperboloi* 
de ad una nappa , avendo ambedue per varietà 17- 
perboloide di rivoluzione e la superficie conica : 
4-° La paraboloide ellittica , che ha per varie- 
tà la paraboloide di rivoluzione : 

5.° Finalmente , la paraboloide iperbolica che 
non offre varietà alcuna. 

Tuttavia , le superfici cilindriche a base ellitti- 
ca , iperbolica , o parabolica ( § 345 , 346 ) sono 
superfici che si associano colle paraboloidi, poiché si 
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sono ottenute col supporre che uno (lei quadrati , o 
due dei quadrati , venissero a scomparire nel tem- 
po stqfso che i rettangoli dall’ equazione generale. 

365. Rintracciamo adesso di qual natura possah o 
essere le intersecazioni delle super&ci di secondo 
grado con piani situati in qualunque guisa riguardo 
a queste superfici ; considerando prima tutte quelle 
che hanno un centro. • 

Basta per ciò ( § 3a3 ) sostituire nella 

*= ° • • • (0 

in luogo di x , y , , Ì loro valori dedotti dalle 

x se= x cos +jcos 0 sen ^) + a , , , 

y r=x sen f —ycos Bcos + b . 
z y sen 0 + c, 

Otterremo con ciò un risultato colla forma 
/ y’-fB^+Cx^+Dj+E^C+F e= o - . . (a) , r 
i di cui coefficienti hanno per valori 

A=£M.sen !1 04-M , cos , 0cos , ?> + M"cos 2 0sen^ . 
^t == (!M ,, ^_M').2Cos 8 sen f cos f , 
C=M T sen’<p-f'M''cos’f , 

D=aMcsen0 — aM'Acosflcos^-l* 2M"<icos0sen f, 
E=2M'isen<p+2M"acosf , 
F=Mc 1 +M'6 2 +M , 'a’+P 

Ora , sappiamo ( § 226 ) che la natura della 
curva rappresentata dalla (2) dipende principalmen- 
te dalla quantità B' — 4 A C, la quale, secondo che è ne- 
gativa , o positiva , o nulla , corrisponde ad un’ el- 
lisse , o ad un’iperbole, o ad una parabola, ov- 
vero a qualchuna delle varietà di queste curve. 
Calcolando quest’ espressione , otterremo 


— M' M"cos’0 — MM'sen’flsen’df — MM''sen*0cos’a;. 

Ciò posto , se la superficie è un’ ellipsoid^, i tre 
coefficienti M , M' , M" sono positivi, e 1’ espres- 
sione precedente è essenzialmente negativa. Dunque 
1* intersecazione di un’ ellipsoide con un piano è sem- 
pre un’ellisse, o una delle varietà di questa curva. 

Ma per le iperboloidi ad una o due nappe , due 
dei tre coefficienti sono positivi ed il terzo ne- 
gativo ; ovvero , uno è positivo e gli altri due ne- 
gativi ; perciò l’ espressione qui sopra addotta , rac- 
chiudendo termini positivi e negativi , può , secon- 
do i valori aritmetici di M , M' , M" , <p , 6 , di- 
venire positiva , o negativa , o eguale a o. Dunque 
l’ intersecazione di una iperboloide con un piano 
può essere una iperbole , una ellisse , o una para- 
bola. 

La superficie conica che , come si è veduto , è 
una varietà di questo genere di superfici , dà luo- 
go egualmente a questi tre generi di curve. ( ved. 
<j 137 e i successivi ). 

366. Riprendendo li stessi calcoli riguardo alle 
paraboloidi che hanno per equazione generale 

= o -, 

otterremo , per i coefficienti di y* , xy , x * , 

A = Msen’O+M'cos’Ocos’^ , 

B = — aM'cos 0 sen ai co s f> , 
C=M’sen’ , ffi: onde 

J * 

B’ — 4AC «= — MM'sen’0sen’<p. 

Nel caso del paraboloide ellittico, i coefficienti 
M , M' hanno lo stesso segno ; perciò B* — 4 A ^ * 
essenzialmente negativo , e l’intersecazióne è in ge- 
nerale un’ ellisse. . ' ' ‘ “ • 

Tuttavia dal supporre sen <p = o , o sen 0=o, 


IOI 


ne risulta B* — ^\.C=o , e l'intersecazione è una pa- 
rabola. ! 

L’ipotesi sen i= o corrisponde ( $ 3 a 3 ) al 
caso in cui la traccia del piano secante sopra il 
piano delle xy , è parallela all* asse delle x ; 
ciò che vuole che an<;he il pianò secante sìa paral- 
lelo a quest' asse. 

L’ ipotesi sen d=?o significa che il piano secan- 
te dev’ essere parallelo al piano delle xy. 

Possiamo da ciò concludere che le intersecazioni 
di una paraboloide ellittica non possono essere che 
ellissi , o parabole , o varietà di queste curve. 

In quanto al paraboloide iperbolico , siccome M, 
M* hanno segni contrarj , B 5 — 4AC , o 
— MM 1 sen’tìsen'ip , non può essere che positivo o 
eguale a o Dunque le intersecazioni non potrebbe- 
ro esser mai o ellissi o varietà di queste curve (ved. 

S 36 a). 

367. Vediamo adesso qpal posizione dovrebbe- 
darsi al piano secante affinché le intersecazioni fos- 
sero circonferenze di cerchio., s 

A tale oggetto convien porre ( § 365 ) B = 0, 
e d A C per per avere le due equazioni di con 
dizione 

(M"— M')cos6sen£cosp = o . . . (r) 

+M'W9sen’f f= M se n ^+ M cos*f... (*). 

E sicconpe , in generale , M" è diverso da M' , 
perciò la (1) non può venire addempita che dalle 
tre ipotesi cos 0=o , sen £=o , cos f=o , che ora 
esamineremo. 

i. c cos 9 =o, onde senfl=i ; : la (2) diviene 
M=M'sen*$+M^cos J 9 ; 

•**- iti ; ■ • v ■ . j ■' 

ma ( t.* 3 .’ S 87 ) 

tang’f 


scn‘f= 


j+tang a <p 1 


cos*£: 




\ 

\\ 


:> i 


1 -j-tang’y ’ 


- 
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dunque, sostituendo, avremo 

M(i-|r-tang’ , ^)=M , tang , f+M" ; onde 

M" — M 

tang« 

1 

a.” senflL'=o, onde coffe — 1 ; perciò la (a) ci darà 
M.suii J 9^M'cos”' i 6— M n ; ovvero 
M tang’6+M ; =M'‘ ( I -f tang’6 ) ; dunque 

n • 

. . _.M' 1 — M* . 

, ‘ ,, 6 , = ± '' (mTmTt) = • . 

3.* cos <p=o , onde sen^=i; e là (a) ridtìcesi ad 
Msen’6-J-M"cos : ‘0==M' , onde 
M taiig’0-j-M'‘=M* (1 -f- tang’flj y_ dunque 

M' — M” 

tangfl=±r( iai T')- 

Esaminiamo questi valori di tang <p, e di tang 9 
che possono essere reali o imaginaij , secondo le 
ipotesi che possono farsi sopra 1 coefficienti M , 
M' , M". 

Se le quantità sotto i tre radicali si moltipliche- 

(M ivi»)» . 

ranno fra loro otterremo — — — — cioè un prodot-» 

(M — JVi')». ‘ 

to essenzialmente positivo , ciò che dimostra , pri- 
ma, che una almeno , di queste tre quantità, è pò-» 
sitiva ; ma se la prima , per esempio , è positiva , 
saranno le altre due negative. 

In fatti, affinchè la quantità sotto il primitivo 
vincolo radicale sia positiva , Insogna che M'* — M 
ed M — M' abbiano il medesimo se^no , cioè biso- 

, . , (M*— M> , o<o, 

gna che sia nel tempo stesso 0 < a , 




( 


•% , ' * 

* ' * ». ì 

io3 

onde ; addizionando , M' ' — M'> , o <o. o 

Si vede dunque che M". — M' ed M — M", , hann 

M'— M'* •/ 

segni cóntrarj ; perciò è negativo p- — ^7- 

Così si dimostrerebbe cbe , se fosse positiva la se- 
conda o la terza , sarebbero le altre due negative. 

Concludiamo da ciò cbe , fra i tre sistemi 

M"— M 

cos à=o , tangp=±jA 

, , M' — M' 

senf =o , tang0=±jA (^3^) , 

M 1 — M* 

co s®=o , tange=±f^( M - ^ - ^ r), 

ve ne è uno che è sempre reale ; ma non ve ne è 
mai più di uno. 

Altronde poi , siccome a ciascuna ipotesi , 
cos6=o , 0 sen <j> =0 , o cos<f=o , corrispondono 
due valori per la tangente dell’ altro angolo , ne.sie- 
gue che potremo sempre far passare , per ciascun 
punto di una delle supevjìci di secondo grado 
che hanno un centro , due piani che taglino 
questa superficie a seconda di una circonferen- 
za di cerchio. ' . • - 

( La proprietà della seziono antiparallela alla ba- 
se , nel cono obliquo ( § 1 4 1 ) » non è che ua 
caso particolare di questa qui ). 

Se richiameremo d signilicato che dato abbiamo 
( § 3 a 3 ) alle quantità 9 e 0 , ci sarà agevole lo 
scorgere che le ipotesi di cos0=o , cos^=o , 
sen(p= o , corrispondono ai piani rispettivamente 
perpendicolari ai piani delle tre sezioni principali. 

E perciò , cos 0 =o indica , che il piano secante 
è perpendicolare al piano delle xy ; coi?— 0 » c ^ e 

1 - i.» 


1 
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è perpendicolare al piano delle xz\ e seri 1 ^= 0 , che 
è perpendicolare al piano rielle y z. 

Supponiamo adesso che la superficie sia di rivo- 
luzione, cioè che abbiasi M=M' ( § 35i e 356 ); 
i Ire sistemi si ridurranno a 

cosd—o , tang 9 =co , o cos <p=o , 
sen <p=o , tang e=±r-i , 
cos 9=0 , tangO=30 , o cos 0 =o. 

11 secondo sislcma è evidentemente imaginario. 
In quanto agli altri due , si riduce 1’ uno all’ altro 
e significano che non vi e che un piano perpendi- 
colare all’ asse delle x che possa produrre una cir 
conferenza di cerchio. 

368. Alle precedenti conseguenze convengono al- 
cune modificazioni per i due paraboloidi, 

1 coefficienti A, 6 , C della trasformala equazione, 
( § 366 ) hanno per valori 

A=Mseh’ 6 -j-M f cos’ 6 cos , ^' > • 

B= — 2 M , tosflsen£cos<p ; 


C=M'sen ’9 ; 

ciò cb e ci fa Vedere essere innammissibile l’ ipotesi 
di sen ?== o , qualora si voglia che 1 ’ intersecazione 
sia una circonferenza di cerchio, poiché questa sup- 
posizione renderebbe C=o , mentre che questo coef- 
ficiente deve esistere nel caso del cerchio. 

Perciò le due condizioni B=o , A =o divengon Q 

co 6 cos ? — o , ed Msen’0=M'sen’? , 

i . • , . . , i , . ’ . • ». 

equazioni che vengono addempitc col supporre 


M 


cos 0 =o , onde seal=i}/"^, e col supporre 


io5 

Questi due sistemi sono necessariamente imagina- 
rj nel caso del paraboloide iperbolico , poiché M 
ed M' hanno segni contrarj ( risultato che si accor- 
da con quanto si disse § 366 ). Per il paraboloide 
ellittico , il primo sistema solo è anpnissibile » ed 
il secondo inammissibile quando sia M>M ( : ha luo- 
go il contrario nel caso di M<M J . 

Sia finalmente M=M' : ne risulterà 

v*» 

cosQ— o , e sentf— ±i , o cos?c=o , ovvero 

• coS<f— o , onde sen0=±i , o cosfleao i 

d’ onde si vede che questi due sistemi riduconsi 1' 
uno nell’ altro,. e significano che il piano secante 
è perpendicolare all’ asse delle x. 

369 . Osservazione. Siccome le condizioni B=o, 
A=C non determinano che gli angoli 6, e non 
le coordinate a , b , c > ne siegue che per ciascu 
na superficie di secondo grado ( eccettuato il para- 
boloide iperbolico ) esistano due sistemi di piani, 
di numero infiniti , che danno le circonferenze 
di cerchio ; ed i piani di ciascun sistema sono 
paralleli fra loro. Tuttavia, se la superficie è di 
rivoluzione , i due sistemi si riducono ad un solo. 

Potremo disporre , per es. delle costanti indeter- 
minate a , b , c , in modo che 1* origine delle coor- 
dinate sia nel centro della sezione ; uia da ciò si 
richiede che nella trasformata del n. 365 , i ter- 
mini D , £ , siano nulli. Ora se porremo 

nMcsenfl — 2M'£cos«cos < p4-3M"a cosasenfc^o 
aM'^senS’-j-M* , <jcos r P=o , 

otterremo due equazioni lineari in a , b , c ; ciò 
che prova che, per ogni sistema di piani secanti, 
i centri di tutti i cerchj sono situati sopra una 
stessa linea retta. E in altri termini , ogni super- 
ficie di secondo grado , ad eccezione del parabo- 


ro6 

Ioide iperbolico, può essere generata in due ma- 
niere dal movimento di un cerchio sempre paral- 
lelo a se stesso , e di raggio variabile. 

‘ ‘ ’ t 

Piani tangenti alle superaci di secondo grado . 

1 .j . % # . B 

370 . In quella guisa che si definì la tangente in ua 
qualunque punto ( § 63 ) essere 1* elemento di questa 
curva prolungato indefinitamente, cosi il piano tan- 
gente in un determinato punto di una superfìcie 
verrà da noi considerato come l’ elemento di questa 
superficie prolungalo indefinitamente. 

Ma 1’ elemento della superficie in un qualunque 
punto vien composto da tutti gli elementi delle cur- 
ve che si otterrebbero tagliando la superficie con 
una serie di piani che passassero per questo punto, 
e siccome questi stessi elementi altro non sono ciré 
le tangenti alle curve , in questo punto , risulta da 
tutto ciò che il piano tangente sia ancora il luogo 
di tutte le tangenti delle differenti curve che pos- 
sono imaginarsi sopra la superficie a traverso dèi 
punto dato ; e che la sua posizione venga determi- 
nata dal conoscer quella di due sue tangenti. 

Quest’ ultima riflessione ci servirà per 1* equazio- 
ne del piano tangente. Primieramente sia 

Mz’+M'j’-pM"* a +P=:o. . . . (1) 

1' equazione generale delle superfici aventi un cen- 
tro ; e chiamiamo x’ , y' , z' le coordinate del pun- 
to dal quale vuol condursi un piano tangente alia 
superficie ; avremo da ciò la 

Ms ,5 -j-M'j ,, +M M a:’ J +r=o. , . . (*)• 

Adesso , se, a traverso di questo punto , imagi, 
neremo successivamente due piani paralleli al piano 
delle xz .ed al piano delle y z , otterremo per le 
equazioni dello intersecazioni della superficie mediante 
questi due piani 


ioy 

yS=f", M* 1 +M ,, * , +M'jr*+P s »o, ,, 
x=:x ì ' , Ms , -J-M'y 1 -J-M";c ?, -4-P=o ; 

r* '. * ■ * - *\ 

e per le equazioni delle tangenti a queste sezioni , 

nel punto x' , jl , a , ( ved. § 262 ) 

r = r >, Mzz'+M'Vx'+MV’+P^. . /(3) ' 

x=x’ , »W+My/+M , V , *+P==o- . . (4) 

Ora , il piano tangente dovendo , <fa quanto si 
disse di sopra , passare per queste due tangenti , -il 
quesito verrà ridotto a trovare l'equazione di un. pia- 
no che passa per le due rette delle quali si hanno 
le equazioni. 

Primieramente , dovendo il piano passare per il 
punto x 1 , y , z' , la sua equazione avrà la forma 


A ( x—x 1 ) + B (jr—jr 1 ) + C ( z—z' ) = 0 . .. (5): 

Basterà adesso di esprimere che questo piano , che 
racchiude già un punto comune alle due rette , è 
parallelo a ciascuna di esse. 

Avremo , perciò ( § 3oi ) le due condiziQni t 


Aa-f-Bé>-j-C=o , Aa*-{-B£'-|-C=o. ■’ ■' • 

Ma alle (3) e (4) puoi darsi la forma 

Mz’ MV’+P , 

**= — ~rrx— i- s ^n-r 1 7= *■?+/ > 


M'V' 

x=o.z+x' , y— 


M'V 

M'*' 


M‘V*+P 

M'/' * “ MV * 

Mz 1 , ,, Ma' 

onde — b=o , a=o , A=— -jjjpi 

• t • . • • *■ 

dunque le due relazioni di sopra diverranno 
Mz' . „ . v . M'V' 


AX 


rr ~ 7 + Cs = 0 , cioè A= 

1 1 'Y'I 


M’V' 


Mz' 


• C 


■ -*v~ì 
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Mz' „ , > M' r '* 

Bx ~My + C c ‘“ B = Ut'- c 
Questi valori sostituiti nella ( 5 ) ci darannoflhifine 

Mx'C*— *')+My(y— / )+M"a:'(x— x')=o... (6), 
o sviluppando, ed avendo in considerazione la (a), 

Mzz‘ + M y/ + M"xx' -f- P=o , 

equazione cì^e non diversifica dall’ equazione di su- 
perficie , se non in quanto che i quadrati z’ , y' , 
X ’ , vengono rimpiazzati dai rettangoli zz 1 , jry 1 , xx’. 

371. Passiamo adesso alle superfici pr/Ve di cen- 
tro. L’ equazione generale delle paraboloidi essendo 

M2’-J-M , f a .q-2N ,, j:==o‘ i • . (1); ,, 

( vedremo or ora perchè si suppone che il coefB- 
ciente di x sia eguale a aN' 1 ) , otterremo per il 
punto delia superficie le di cui coordinate sono x 1 , 
V z ? * 

y > z > 

Mj-'+My+aN^'^p. . . (a). 

Le equazioni delle intersecazioni della superficie 
mediante i due piani paralleli ai piani delle xz ed 
y z, passando per il punto (x‘, r\ z') sono (§ atìa) 

jz=.j\ Mz , 4-2jN H x-l-M'y' , =o , 

xs=x' , Mz’-fM'y’-f-aN"aj'=o ; 

e quelle delle tangenti a queste curve , condotte per 
lo stesso punto, sono _ 

y=y‘ , Msz' -J-N 7 ' ( x+x ' ) -f- = o , 

x=x ’ , Mzz'+M'y , -}-aN’ ; ^ -, =o. 

Adesso , dovendo passare il piano tangente per il 
punto x 1 , y' , 2', la sua equazione avrà la' forma 

A (jp— x') + B (j— ■/') + C (2 — a'j=o. .. ( 3 ,) ; 

le relazioni che esprimono che questo piano è pa- 


railelo alle due rette , essendo sempre 
C— o, Aa'-f-Bi'-t-C=o , avremo qui 

■-'i Mz^ r a * . 

a— — - - , fc=o , a =0 , o'= — 


»«9 

Aa-j-Bi -f- 

Ma' 

My ’ 


ciò che ci dà per le due relazioni , 


AX- 


Mz' 

‘ IN" 


N” 


■+■ C=o , cioè A= — . G , 
Ma' 


Ma' „ /, M V „ 

BX — T,T~ ! + C=o , cioè B= C. 

M r 1 , Ma' 

Questi valori, sostituiti nella ( 3 ), ci danno 

N" ( *— *')+My ( y _ / )+M*'( *— *’ ) =0 J 

■o , avendo riguardo alla (a), 

Mzz'-f-M'yy-J-N' ( x-j-x’) = o. 

[il termine aN",r , oN*j:>fN"r, si trova cambia- 
no in 0 N"( x-\-x> ) ]. 

372. Volendo ottenere le equazioni della norma- 
le , cioè della, peipeudicolare al piano delle tangen- 
ti condotta dal puuto di contatto ( x ’ , y a' ) . 
basterebbe applicare i principj stabiliti ( § 3o3 ) ; 
il chp non presenta alcuna difficoltà. Si rende per- 
ciò inutile l* arrestarci su di tal ricerca. 

373. Possiamo invece proporci di condurre un pia- 
no tangente ad una superficie di 2. 0 gr-° , per un 
punto preso fuori di questa superficie. 

Siano x 1 ' , y'', z" le coordinate di questo punto; 
f' > z' indichino sempre quelle del punto di 
contatto. Avremo fra queste coordinate le due re- 
lazioni 


Mz’’+My*+M'V’+P==o. . . (1) 

M*V'-fMy/'+M"*V'+P_o. - • • (a) 

C non vengono qui riguardate che le superfici che 
hanno un centro ). 


« Queste equazioni racchiudendo tre incognite x , 
' J i ~ » non bastano per determinarle. Perciò, da 
un punto esteriore, puoi condursi un’infinità di pia- 
ni tangenti ad una superficie di secondo grado. 

Dando aJJa x' una serie di valori arbitrarj , si 
dedurrebbero dalle equazioni i valori di x ' , z' cor- 
rispondenti a ciascuno dei valori di x' ' e si otter- 
rebbero così le coordinate dei punti di contatto di 
, tutti i piani tangenti; ovvero, eliminando succes- 
sivamente j' ed x' , si otterrebbero due nuove equa- 
zioni in x' , zV.ed in /' , che altro non sa- 
rebbero che le equazioni della curva chfe passa per 
tutti i punti di con tatto i e questa , curva potrebbe 
essere riguardata come la base di una superficie 
conica il di cui centro sarebbe nei piano dato , 
e che includerebbe la proposta superficie di se- 
condo grado. 

Altronde, l’equazione (a) essendo lineare in x' , 
J*'\ i'-, ne siegue che la curva di contatto sia pia- 
na ; e poiché questa curva è situata sopra una su- 
perficie di secondo grado , possiamo concludere an- 
cora ( § 365 ) che questa curva è di secondo gra- 
do come lo è la superficie conica di cui è essa la bpse- 

374. Ultimeremo la teoria delle superfxci di se- 
condo grado colla dimostrazione di una proprietà 
molto curiosa dell' iperboloide ad una nappa e del- 
la paraboloide iperbolica. Questa proprietà , che puoi 
dedursi con molta semplicità dal considerare il pia- 
no tangente , consiste nel poter essere generata cia- 
scuna di queste due superfici in diie maniere dif- 
ferenti mediante il moto di Una linea retta. 

Riprendiamo l’equazione delle superfici che han- 
no un centro , 

(r) 

avremo ( § 370 ) per l’ equazione de! pianò tangen- 
ze a queste superfici • 

*= o. ■ ■ (a) ; le coordinate poi zc' t y' , sono 
legate fra loro dalla relazione 


1 1 1 


M* , ’+My+M' , *'*+P=o. . . (3)~ 7 

Per determinare ,i punti die trovansi nel tempo 
stesso sopra la superfìcie e sopra il piano tangente, 
basta di combinare fra loro le (i) e (2). Ora, du- 

Ì dicando la (2) e poi sottraendola dalla somma dal- 
e (1) e (3), otterremo la . s 

M (*— (j— **)’ ’= o . \ . (4) 

equazione di una nuova superfìcie , i cui punti co- 
muni con il piano tangente apparterranno ancora 
alla superfìde proposta , poiché questa equazione può 
sostituirsi alla (1). 

Osserveremo prima che, se i coefficienti M, Mi, 
sono tutti tre positivi , la (4) non può restar 
soddisfatta che da z=z‘ , y=y' , x=x' . Dunque, 
in tal caso , che è quello dell’ ellissoide , il piano 
tangente non ha che un punto comune con la su- 
perficie. 

Ma supponiamo che siano positivi M , M' , e ne- 
gativo SI" , la (4) e la (2) diverranno 

M ( s— y-f-M' (y—y'y — M" (*_*')»_<>. . . (5) 

M zz'+Wyy ' — -M\rx , +P t =o , 

e restituiremo loro la forma ( § 3^o ) 

Ma' (z—z 1 )+M';'^y'>-MV(W)=o. . . (6) 

Ciò posto , per riconoscere se le superfici rappre- 
sentate dalle equazioni (5) e (6) possano avere una 
retta comune, combineremo queste equazioni con 
quelle che sieguono : 

x—xì—a ( z-z' ) , •> y—fz=b ( z—z 1 .). . . (7) 

che sono le equazioni di una retta che passa per il 
punto x 1 , y 1 , z' ; e procureremo di determinare 
a, b mediante la condizione che la retta si trova 
intieramente sulle due superfici. , ' ■ ’ 
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Oj-s , sostituendo nelle ( 5 ) e (6) i valori di 
x—x'y y — y' dedotti dalle equazioni (7) , troveremo 

( z— z’ )' ( M+M'A* — M«a’ )= 0 , 

( z —z' ) ( Mz'+M'i/'— M"ax' ) = o , 

ovvero , facendo astrazione dal fattore z~~ z che cor- 
risponde al punto x' , f*, che supponiamo già 
che si trovi simultaneamente sulle due supcrfici e 
sulla retta , 

M+M'i’ — MV= o. . . (8) 

Wax’—o. . .'(9). 

Tali sono le relazioni che esprimono trovarsi 1 * 
»etta tutta intera sulle due superfici. 

Dedurremo dalla equazione (9) 

M'r'.i+Ma' 

a ~ MV ’ 

d’ onde , sostituendo nella (8) e ordinando 
dunque 

MM>'z>±K~[MM' M»x ,, (M 8"+M V h — M" Jg’*)] . 
** r ~ M' ( M''*'»— My ) 

o , attesa la Mz'’+Myv- M»'a:'*+P=o , 

' MM ' r 'z'±x'y-( — MMhM' ^jP 

® = M' ( M"x' a — M'/' 1 )T 

Calcolato il valore di b , verrà sostituito nella 
espressione di a per ottenere il valore di questa se- 
conda indeterminata. 

Ci resta adesso a sapere in qual caso la o sara 
suscettibile di una determinazione reale. Ora ciò 
non può accadere (attesoché M, M», M" si sup- 

n ono qui essenzialmente positivi ). che fino a tan- 
je sia P negativo ; condizione corrispondente 
( § 355 ) all’ iperboloide ad una nappa. 
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Dunque, per questo genere di superfici , il pia-, 
no tangente in un qualunque punto , ha due rette 
comuni con questa superficie. 0 , cou altri termi- 
ni , non vi è un punto della superficie per il quale 
non possano imaginarsi due rette che si trovino tut- 
te intere sopra questa superficie; ovvero ancora , la 
superficie può considerarsi come generata da una 
retta in due maniere differenti ( ved. § 3 /}i ). 

375. Questa proprietà del piano tangente all’iper- 
boloide ad una sola nappa anziché debilitare la de- 
finizione che data abbiamo ( § 370 ) del piano tan- 
gente , ne è , al contrario, una naturai conseguen- 
za ; poiché , componendosi il piano tangente di tut- 
te le tangenti condotte in un qualunque punto, se 
uno degli elementi della superficie è una linea ret- 
ta , deve il piano tangente passare per questa retta 
clic è la sua propria tangente. 

Ed è perciò appunto che il piano , tangente al 
cono , tocca la superficie a seconda di una delle sue 
generatrici; ciò clic a bastanza si rileva^ancora da 
quanto precede. 

In fatti , la superficie conica non è che un ca- 
so particolare dell’ iperboloide , e si ottiene facen- 
do P— o. 

Dunque i valori qui sopra addotti di a , b , di- 
vengono 

h MM'^V _ MM'/V y 

~ Mi ( Mt'x'*— My' a ) M'Mz'* = “ ’ 

MV’+Mz ,a M''*'*, 

M'Vz' M "x’z A z' ' 

Ora è facile lo scorgere che questi valori sono pre- 

cisamente le tangenti degli angoli che formano , con 
l' asse delle z , le projezieni della generatrice del cono 

Mz’+M'/’-M' 'x 1 = o. 

Osserveremo che l’equazione ( 5 ) del n.° prece- 
di VI» S 


dente é quella di un cono il di cui centro ha per 
coordinate x‘ , /' , z ; poiché se ne deduce 



M" ( x — x' )’ 
M'( s— *' y 


— M ) = F ( 


x — x’ 
Z‘ ' 


)! 


risultalo che ( § 335 ) caratterizza una superficie 
conica. 

376. Passiamo alle paraboloidi. La loro equazione & 

M»* + M’y’ + aNKr sso. . . (1) , 


' V 

e quella del piano tangentu al punto «c* , yt, *5 
.( § 3 7 > ) 

Msz’ + M , yy' + N" ( x+x 1 ) = 0. . . (a), 


Addizionando le (1) e ( 3 ) , c dalla loro somma sot- 
traendo il doppio della seconda , otterremo 


M ( z—z' )* + M' ( y-y’y= o. . . ( 4 ) , 

risultato che può sostituirsi alla equazione (1) quan- 
do non si tratti che di cercare i punti comuni alla 
superficie proposta ed al piano tangente. E siccome, 
uell’ ipotesi che M, M’ abbiano lo stesso segno, la 
(4) non può restar soddisfatta che da zssz' , y ==y' # 
ue siegue che la paraboloide ellitica uon possa ave- 
re che un punto comune con il suo piano tangente. 

Ma supponiamo M' negativo , e poniamo in evi- 
denza il segno , la (4) diverrà 


M ( z — i' )* — M' ( y — y' )’ = o. . . ( 5 ), 


d’ onde deducesi y— -y 1 s= ( z— i 1 ) 


-H.- 

M* * 


e veniamo a conoscere che la ( 5 ) rappresenta un si- 
stema di due piani perpendicolari al piano delle yx, 
e le di cui intersecazioni c^n il piano tangente so- 
no , in generale , due lince rette- Possiamo dunque 
concludere immediatamente che la paraboloide iper- 
bolica ed il piano tangente iu uu qualunque punto 
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j questa superficie hanno due rette comuni che 
passano per questo punto* 

Ma per fissare la posizione di queste rette , ope- 
rando come sopra, combineremo la ( 5 ) e quella del 
piano tangente , cui può (§ 371 ) darsi la forma 

z’) + M'(y— y')— N»(x— x') =0... (6), 

con le equazioni 1 > • 

x—x'=a ( z—z') , y— y’—h( z— z'). . . (7). 

Sostituendo nelle ( 5 ) e (6) questi valori di x— x', 
y—y\ e prescindendo dal fattore z—z' , risulta 

M— M'A’=o , M=' + M'£y' — N"a — o. 

* 

La 1.* ci dà b=&y ; e dal valore di b so- 
stituito nella 3.* ottiensi 
_Mz’±y' 


Questi valori di a c di b sono sempre reali , nel 
taso del paraboloide iperbolico. Dunque , non vi è 
alcun punto di questa superficie per il quale non 
possàno imag inarsi due rette situate tutte intere 
sulla superficie. 

Dalla sostituzione del valore di b nella 3.* delle 

’ ■ ' 1 M 

(7) avremo y— y'«= ± ( z—z’ ) V — , 

risultato identico con quello che ci ha dato la ( 5 ). 

E siccome b è indipendente da x ' , y' , z' , ne 
siegue che , nei due sistemi di generazione della pa- 
raboloide iperbolica mediante una linea retta , le 
projezioni di tutte le rette di uno stesso sistema so- 
pra il piano delle yz , siano parallele fra loro. 

Dunque queste rette sono anch* esse situate nei 
piani paralleli fra loro ; ed è ciò che può servire 
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a distinguere l’ iperboloide ad una sola nappa dalla 
paraboloide iperbolica , benché abbiano comune un 
modo di generazione. 

In questo , tutte le rette generatrici di uno stes<- 
so sistema sono parallele ad uno stesso piano ; 
mentre che , nell' altro , le generatrici hanno una 
qualunque direzione nello spazio. 

La superficie conoide che ottenuta abbiamo (§338) 
col supporre che una retta scorresse lungo due al- 
tre ed in modo da restare costantemente parallela * 
ad un piano, altro non è che le paraboloide iper- 
bolica. . 


N O T A. 

* .li*.* 

Questa nota è destinata a completare la teoria dell' iden- 
tità delle curve di i.° grado con le sezioni coniche. 

Sopra un cono retto di una data dimensione vien ri- 
chiesto di situare una curva di secondo grado cognita ; 
o , in altri termini , di fissare la posizione che deve avere 
un piano rapporto ad un cono retto , affinchè la curva 
d' intersecazione che ne risulta sia di a. 0 grado , della 
quale sia data la particolare equazione. 

Soluzione. Per l’ equazione generale delle sezioni coni- 
che abbiamo trovato ( § i3j ) 

SCn * [ a sen fi. x — sen ( (i). , . 

cos» -fi 

a 

e per la più} semplice equazione delle tre curve di 2 . 0 gr.* 
(§116) yi czzopx + qx' . . .(z). 

Ma , dalla esposizione del quesito , le p , q , e 1 ’ ang. fi 
che indica l’angolo al centro del cono, devono riguardarsi co- 
me cognite. Si tratta dunque di determinare , mediante le 
precedenti equazioni , le quantità a , » , in modo ebe que- 
ste equazioni siano identiche. , «■ ■ 

Ma , dallo sviluppare la (i) e dall’ eguagliare i rispetti» 
vi cocQicicuii di x e di delle due equazioni , ouiensi 

a sen * sen fi cstp cos* ~ fi. . ( 3 ) , 

2 • ... 
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sen 4 sen ( a+/S ) = — q cos> - fi. ' . (4) ; 

e queste sono le due equazioni del problema. 

La seconda che non racchiude che 1 ’ incognita », potrà 
servirci -a determinarla ; e allora la (3) ci fara conoscere 
a. Ora, per isolare », ci prevarremo del seguente artifìcio* 
Dalla forinola trigondbctrica (t.°. 3 .° § m) 

. ^ J I 

cos ( n -*— b ) — cos ( ) = a sen a scn b 

. , , cos ( a — b ) — cos ( a-\-b ) 

si deduce sen a sen b — ' si/ 

a 

o, ponendo <! = *+£, 

t . COS fi COS ( 3 *+S ) 

sen * sen ( a +fi ) = — — ì •—! } 

« , . COS /S COS ( 3 * 4 -fi) * 

Dunque la (4) diviene i XI— — q co$ a ~ fi ; 


( 5 ); 


onde cos ( a*q-j 3 ) = cos fi +19 cos’ — fi. . 

2 

equazione atta a farci conoscere 1' angolo a. 

Dopo di aver calcolato l’ ang. ( a*_p£ sottrarremo 
l’ ang. fi , e poi prenderemo la meta del residuo per avere 
il valore di ». 

Discussione. Tuttavia , affinchè quest’ angolo sia capace 
di essere determinato , bisogna ( t.° 3 .° § 97 ) che il va- 
lore trovato per cos ( 3 sia compreso ira i due li- 
1 e + 1 devono aversi cioè le due condizioni 


miti 


cos p + 39 cos 3 1 (3 — () 


cos p 4.3 q cos 1 - fi —. + *• 

E siccome abbiamo ( t.° 3 .° § ìoi ) 

n. 1 ■ 

cos P = cos» - p — sen’ — p , 

queste «indizioni potranno trasformarsi nelle seguenti 

cos’ — 0-— sen* - P-f a q cos’ - /S _ — 1 


f. . f .»> 

'‘~W 


a 
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COI* — fi 
a 


tot* ~ fi — 


i » < 

-sen* - fi + ìtj cos> - (ì « ; ©mro , per chi 

t»ng>i p 


1 » * 

, scn* *» B = . 

i+tang* L P 3 # 


2 . 


i+tang’i (? 

a 

. — tang» ^ p + j 7 > i — tang» ~ 0 , 

1 A I 

1 — tang’ 3 P + JL J -f lang* ~ 

La prima ai riduce chiaramente a — < 1 j 

e la seconda a q tang» i. £ , otang» ~ j 3 ^ y. 

- , • ■ 9 • • - - i. .■•'..•Il i 

Ciò posto ; esaminiamo successivamente i diversi casi che 
possono presentarsi, incominciando dai più semplice. 
i.° Se la curva è una parabola , avremo 9=0 j e aie» 

come è ( t." i.® pag. Vili e 16 ) o > — 1 , tang» i / 3 >o, 

e le due condizioni precedenti restano addempite ; d’ onde 
può concludersi che , sopra un cono retto di una data di- 
mensione , è sempre possibile di situarvi una qualunque 
parabola di parametro nolo. 
lu questo easo , riprendendo la (4) , diverrà essa 

scn » seu (*-f m fi , 

• ei darà per .*• i seguenti valori 

«=o , «= 5200 ° , a— — fi , a— 100° — fi ; 

ciò che prova che il piano secante dev’ essere parallelo al 
una delle generatrici ( Ved. § i 38 ). 

j. J Supponiamo che la curva data sia un' ellisse. Avre- 

o B* 

ino in questo caso ( J 116 ) , qz=t-— , essendo B , co- 

A» 

me è noto, essenzialmente minore di A. Perciò le due con- 
B» 1 B» 

dizioni ^-—>—1 , tang’ — fi > — — , sono addemp'le ; ed 

A 'A A* 


*V- ■ 




idby Gooole 
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ogni ellisse, per quanto piccole o grandi stano le sue di- 
mensioni , può essere situala sopra un cono retto di dimen • 
sioni date. 

3 .* Finalmente , se la curva è un' iperbole , nel qnal 


B* 

caso è , la prima delle due condizioni di sopra 

A « 

resta evidentemente addempita. 

In quanto alla seconda , che riducesi a tang’— p ^ , 


ha questa bisogno di un qualche sviluppo. 

Sia 6 l'angolo dei due assintoti dell’iperbole data ; sap- 

i B 

piamo ( $ 107 ) che taug — 0 =~ ; dunque la precedente 


condizione diviene 


tang, i p > tanga - « ; 
2 — 2 


d' onde deducesi 



Perciò, affinchè un’iperbole, di cui si ha l’equazione, 
possa situarsi sopra un cono retto di cognita dimensione ; 
bisogna che 1’ angolo al centro del cono sia almeno egua- 
le all’ angolo che .formano fra loro i due assintoti della 
curva che si prende in considerazione. 

Questa circostanza può spiegarsi con la Geometria. Figu- 
riamoci condotto in un cono retto un primo sistema di pia- 
ni , paralleli fra loro e paralleli all’asse; questi piani dan- 
no luogo ad una serie a iperboli simili ( § 225 ) , i di cui 
atsintoti formano fra loro lo stesso angolo. Uno di questi 
piani , passando per lo stesso asse determina sopra la su- 

f ierficie due generatrici , facendo un angolo eguale a quel- 
0 dei nostri assintoti. 

Imaginiatno adesso un secondo sistema di piani , paralle- 
li fra loro , ma non già paralleli all’ asse , ed 1 quali non 
ostante diano ancora luogo a delle iperboli ; 1' angolo degli 
assintoti di tutte queste iperboli è costante ed eguale a quel- 
lo delle due generatrici determinale da uno dei piani di 
questo sistema. 

Ciò posto , osserviamo che , nell’ angolo triedro formato 
da queste ultime generatrici e I’ asse del cono , 1’ angolo 
delle generatrici è necessariamente minore della somma de- 
gli altri due angoli piani ; ora questa somma altro non è 
che 1’ angolo al centro del cono, o l’angolo delle due ge- 
neratrici del primo sistema dei piani. Dunque 1 ’ angolo Ut- 
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gli ;ism ntoti relativi al secondo sistema , c minore dell’an- 
golo degli assintoli relativi al primo. 

E in altri termini , il massimo degli angoli che formano 
fra loro gli assintoti di tutte le iperboli , che possono otte- 
nerli sopra la superficie di un cono retto ; è quello di due 
opposte generatrici , ovvero , l angolo al centro del cono. 
Non è dunque possibile di situare sopra un cono retto un' 
iperbole , i di cui assintoli facciano un' angolo maggiore 
dell' angolo al centro del cono. 

Ma, siccome nelle equazioni (3) e (4) 1’ angolo p può 
prendersi ad arbitrio , non cessa ai essere dimostrato che 1 
ogni curva di secondo grado di cui è cognita l' equazione, 
possa ottenersi per mezzo dell' intersecazione di un piano 
e di un cono di una convenevole dimensione. 
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